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Abstrak. Dalam makalah ini dikonstruksi topologi pada ruang barisan Orliz dengan
menggunakan persekitaran modular titik nol. Persekitaran tersebut memimiliki sifat
seimbang, menyerap dan simetris. Dengan menggunakan persekitaran tersebut, sifat-sifat
barisan konvergen modular dan himpunan terbatas modular ditelaah. Selanjutnya
diperolehnya hubungan antara himpunan terbatas modular dan himpunan barisan
konvergen modular.

Kata Kunci: fungsi Orlicz, modular, terbatas.
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1 PENDAHULUAN

Di dalam pembahasan mengenai kekonvergenan di ruang modular sering
digunakan pedekatan konvergen terhadap norma. Di dalam ruang modular
selain terdapat kekonvegenan norma juga terdapat jenis kekonvergenan
modular. Kekonvergenan modular lebih lemah dibandingkan kekonvergenan
norma, yakni konvergen norma berakibat konvergen modular namun
sebaliknya konvergen modular belum tentu konvergen norma [1].

Salah satu cara untuk mempelajari kekonvergenan adalah melalui
pendekatan topologi. Ada beberapa pendekatan dalam membahas sifat-sifat
topologi di ruang modular yang telah dikerjakan oleh para peneliti. Topologi
pada beberapa ruang barisan ditelaah di dalam [2]. Kolk mendefinisikan
topologi pada ruang barisan Orlicz diperumum dengan menggunakan fungsi
modulus [3]. Konstruksi ruang modular menjadi ruang metrik modular
diperkenalkan oleh Chistyakov ([4], [5]). Sementara itu topologi lemah*
(weak* topology) pada ruang modular ditelaah di dalam [6]. Hajji
mengkonstruksi ruang vektor topologi pada ruang modular menggunakan basis
lokal [7]. Aplikasi lanjut modular pada teori titik tetap telah dilakukan oleh [8].
Perkembangan lainnya adalah diperkenalkannya ruang vektor topologi
termodulasi oleh Kozlowski [9].

Salah satu ruang modular yang sangat dikenal adalah ruang barisan Orlicz.
Modular pada ruang barisan ini memiliki sifat konveks, yang mana sifat
tersebut belum tentu dimiliki oleh ruang modular pada umumnya. Di dalam
konstruksi ruang vektor topologi, basis lokal yang bersifat konveks memegang
peranan yang penting [10]. Oleh karena itu terbuka kemungkinan di dalam
ruang barisan Orlicz dikonstruksi ruang vektor topologi dengan menggunakan
basis lokal yang didefinisikan melalui modular. Dalam makalah ini ditelaah
sifat-sifat topologi pada ruang barisan Orlicz yang dikonstruksi melalui
persekitaran modular. Selanjutnya dengan topologi yang terbentuk, ditelaah
sifat-sifat konvergensi modular dan keterbatasan modular di ruang barisan
tersebut.

2  TINJAUAN PUSTAKA

Definition 1. Diketahui X ruang vektor real atau kompleks. Pseumodular pada X
adalah fungsi p :+ X — [0, ] sehingga untuk setiap x,y € X berlaku

(D) p(0) =0,

(2) p(=x) = p(x) untuk X ruang linear atas lapangan real dan p(e**) =

p(x) untuk X ruang linear atas lapangan kompleks
(3) plax + By) < p(x) + p(y) dengan o, > 0, + f = 1.

Jika kondisi (1) ditambah kondisi p(x) = 0 berakibat x = 0, maka p dinamakan
modular. Jika kondisi (3) diganti dengan :@ p(ax+ By) < ap(x)+ Lp(y)
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dengana,f > 0, + f =1, maka p dinamakan modular konveks.
Selanjutnya ruang linear

x,={xe X: lim p(2x) = 0}
dinamakan ruang modular //1].

Definition 2. Barisan (x») di dalam ruang modular Xp dikatakan konvergen modular
ke x jika terdapat 2 > 0 sehingga p(A(x, — x)) > 0jikan — oo,

. P .
Notasi x,, = x menyatakan barisan (x,) konvergen modular ke x.

Definition 3. Diketahui p pseumodular pada ruang vektor real (kompleks) X.
Himpunan E < X,, dikatakan terbatas-p, jika untuk setiap barisan (xy), x, € E dan

sebarang barisan bilangan €, — 0 berlaku p(e,x,) — 0.

Notasi w menyatakan ruang barisan bernilai real dengan operasi jumlahan dan
perkalian skalar sebagai berikut: untuk setiap x = (x%),y = (¥r) € w dan
skalar a,x + vy = (xx + yx) dan ax = (ax,). Barisan dengan suku-

suku di dalam o dituliskan (x(™), dengan x™ = (x™) = (1, x{V,
+) untuk setiap bilangan asli n. Untuk U € w, dan x € w, x +
U={z€ w:z=x + yuntuksuatuy € U} dan aU = {z:
z = ayuntuksuatuy € U }.
Diketahui (X, T ) ruang vektor topologi, yakni ruang topologi pada
ruang linear X di mana operasi jumlahan dan operasi perkalian skalar kontinyu,
danU c X.
1) U dikatakan seimbang jika AU < U untuk setiap A dengan |1] < 1
2) U dikatakan menyerap jika untuk setiap x € X terdapat A > 0
sehingga Ax € U.

3) U dikatakan konveks jika 4, = 0 dengan A+ f < 1 berakibat
Ax + By € U untuk setiap x,y € U.

4) U dikatakan simetris jika —U = U, di mana —U = {x: x =
-y,y €U}

Salah satu cara membentuk ruang topologi adalah melalui basis lokal.
Diketahui X,, ruang modular. Untuk r > 0, himpunan U,, = {x € X, :

p(x) < 7} dinamakan persekitaran-p titik nol di dalam X,.

Uraian mengenai fungsi Orlicz berikut bersumber dari [12]. Fungsi
Orlicz ¢ adalah fungsi ¢ : R = [0,) dengan sifat-sifat: genap, naik
monoton, kontinyu, konveks, ¢(t) = 0 jika dan hanya jika ¢ = 0 dan
}1_)1’1; ¢(y) = oo. Fungsi Orlicz ¢ dikatakan memenuhi kondisi-A, jika

untuk setiap bilangan t > 0 berlaku ¢(2t) < ¢(t) untuk suatu
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konstanta positif K.

Diberikan fungsi Orlicz ¢. Fungsi ¢ : w — R dengan
po) =) (), x = (erx)

merupakan modular konveks [13]. Selanjutnya dengan menggunakan modular
p¢ dapat ruang modular

ty = {x € w:}li_r)r(l)p(p(lx) = 0}

yang juga dinamakan ruang barisan Orlicz.

3 HASIL DAN PEMBAHASAN

Untuk mengawali pembahasan hasi-hasil dalam makalah ini, terlebih dahulu
dikonstruksi persekitaran modular titik nol di dalam ruang barisan Orlicz.

Definisi 4. Diberikan ruang barisan £. Notasi B menyatakan koleksi semua

himpunan U,. dengan

Ur:{x6£’¢:z¢(xk)<r, r> 0.
k=1

Selanjutnya himpunan U, dinamakan persekitaran-pg titik nol dengan radius .

Teorema 5. Setiap persekitaran-pg titik nol bersifat konveks, simetris, seimbang

dan menyerap.

Bukti. Sifat konveks dan simetris berturut-turut merupakan akibat dari sifat
konveks dan simetris fungsi ¢p. Untuk membuktikan sifat seimbang, diambil
sebarang x € U, dan bilangan A dengan 1 < 1, kekonveksan ¢ memberikan hasil
Y1 @(Axy) < |A| Xio1 ¢ (xx) < 1, yang berarti A x € U,; dengan demikian U,
seimbang. Selanjutnya, untuk sebarang x € £y berlaku ¥;-; ¢ (Ax;) — 0 jika
A = 0. Oleh karena itu ada 4, > 0 sehingga Y.y, ¢(Ax,) < r jika A = A, dengan
kata lain Ax € U, yakni U, bersifat menyerap.

Teorema 6. Diberikan ruang barisan .

(1) Untuk setiap persekitaran-p titik nol Us dan U, terdapat U, sehingga U, C
Us N Uy.
(2) Untuk setiap persekitaran-p titik nol U, terdapat U sehingga U; € U,..

Bukti: (1) Diketahui persekitaran-pg titik nol U, U, © £ Diambil U, dengan
r = min {s, t}. Diambil sebarang x € U,., yakni };;’_,; ¢p(x;) <r. Karenar <'s
danr <t maka U, c Ug N U;. Untuk bukti (2) dapat diambil persekitaran-pg titik
nol Us; dengan 0 <s <.
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Lemma 7. Diketahui fungsi Orlicz ¢) memenuhi kondisi-A,.
Untuk setiap U, € B § terdapat U € B sehingga U + Uy € U,

Bukti. Diambi sebarang U, € B dans = % dengan K konstanta pada kondisi-A,.
Untuk sebarang x,y € Uy, kondisi-A, dan kekonveksan ¢ mengakibatkan

(0]

i ¢ +yi) = Z o) (% 2xp + %Zyk) < g{i d(xp) + i d)(xk)} <r
k=1 k k=1

k=1 =1
yang berarti x + y € U,.

Sifat menyerap dan seimbang setiap anggota B (Teorema 5), bersama
Teorema 6 (1) dan Lemma 7, dan berdasarkan [10] Teorema 5.1. diperoleh hasil
berikut.

Teorema 8. Diketahui fungsi Orlicz ¢ memenuhi kondisi-A,. Koleksi T yang
anggotanya semua himpunan G < £y sehingga untuk setiap barisan x € G

terdapat persekitaran- pg titik nol U, sehingga x + U, € G merupakan ruang
vektor topologi dengan basis lokal B.

Dengan menggunakan sifat-sifat persekitaran- pg tersebut, beberapa sifat
topologi pada ruang barisan Orlicz, seperti kekonvergenan dan keterbatasan
modular dapat ditelaah lebih lanjut. Barisan (x ™) konvergen modular ke x € Yy
jika terdapat A > 0 sehingga untuk setiap U, terdapat bilangan asli n, sehingga
A(x(”) — x) € U, untuk setiap n = ny. Untuk fungsi Orlicz dengan kondisi-A,,
sifat kekonvergenannya memiliki karakteristik sebagai berikut.

Teorema 9. Jika fungsi Orlicz ¢ memenuhi kondisi-A, dan (x) barisan di
dalam €4 sehingga(x ™) konvergen modular ke x € 4, maka untuk setiap 4 > 0

dan U, ada bilangan asli n, sehingga A(x(”) - x) € U, untuk setiap n = ny.

Bukti. Diketahui yakni (x(")) i x™, yakni ada a > 0 schingga pg (0{ (x(”) -
x)) - 0 jikan - 0. Diambil sebarang A > 0 dan persekitaran-py titik nol U,
Terdapat bilangan K™° sehingga ¢ (% t) < K™ (t) untuk setiapt > 0 dengan K
konstanta pada kondisi-A_2. Diambil bilangan asli n, sehingga pg (a (x(”) —

X ) = et d)(a(x,((n) — xk) < ﬁ untuk setiap n = n,. Akibatnya

oo [o0] (o 9]

z ¢(/1(x,in) — xk) = Z ¢ ((g) a(x™ — xk> < KMo Z qb(a(x,((n) — xk) <r

k=1 k=1 k=1
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untuk setiap n = n,, yang berarti )l(x(n) - x) € U, untuk setiap n = ny.

Teorema 10. Himpunan E terbatas modular jika hanya jika terdapat A > 0 dan
M > 0 sehingga A x € Uy, untuk setiap x € E.

Bukti. Syarat cukup merupakan hasil umum dalam teori modular \cite {musielak}.
Sebaliknya diketahui A x € U, untuk setiap x € E . Diambil barisan (x(™)
dengan x(™ € E dan barisan bilangan real (&,) dengan &, — 0, khususnya dapat
diambil [A&,| < 1 untuk setiap n. Dengan menggunakan sifat konveks pg
diperoleh

pp(Aen x™) < | Aenlpy (x™) < |enlAM > 0
jikan — oo,

Teorema 11. Diketahui fungsi Orlicz ¢ memenuhi kondisi-A,. Himpunan E
terbatas-pg jika dan hanya jika pg (en A x(”)) — 0 untuk setiap 4 > 0.

Bukti. Diketahui ¢ memenuhi kondisi-A, dan E terbatas-pg. Diambil sebarang
A>0 dan barisan (&,) sehingga &, > 0 . Terdapat a > 0 sehingga

iy ¢(aeax(”) > 0 jikan - oo. Akibatnya

oo [0e] (0]

A
2 Asnx(n) Z ¢ (a aenx,gn)> < Ko z ¢(aenx,gn)) -0

jikan — oo, dimana K konstanta dalam kondisi-A, dan s, suatu bilangan asli.

Teorema 12. Setiap himpunan barisan konvergen modular merupakan himpunan
terbatas modular.

Bukti. Misalkan E himpunan semua barisan konvergen modular dan (x™) c E,

yakni (x(™) konvergen- pg ke suatu elemen x; ini berarti ada A > 0 sehingga
Pe ()l (x(”) — x)) — 0 jika n - oo. Diambil barisan (&,) sehingga &, — O.
Terdapat n, sehingga 2¢,, < A untuk setiap n = n,. Akibatnya

pe (enx™) < pg (25 (x™ — x)) +pp (2enx)

< py (A (x™ — x)) + pg (2e,xM)
untuk setiap n = n,. Ruas terakhir suku pertama ketaksamaan tersebut menuju 0
jika n — oo, demikian pula ruas terakhir suku kedua ketaksamaan tersebut menuju
0 untuk n — oo karena x € £. Oleh karena itu pg (enx(”)) — 0, yang bearti E
berbatas.
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4 KESIMPULAN

Pada ruang barisan Orlicz dapat dikonstruksi persekitaran modular titik nol.
Sifat-sifat keterbatasan dan kekonvergenan dapat dinyatakan dalam persekitaran
modular titik nol. Untuk fungsi Orlicz tanpa kondisi-A,, belum diketahui apakah
hasil-hasil di atas berlaku. Untuk itu perlu dilakukan penelitian lanjutan untuk
fungsi Orlciz pada umumnya.
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