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Abstrak. Pada artikel ini dibahas tentang pembentukan (R,S)-modul dari (R,S)-bimodul, 

untuk R dan S adalah sembarang ring. Pembentukan (R,S)-modul ini dilakukan dengan 

memperlemah syarat kompabilitas pada (R,S)-bimodul. Hasil penelitian menunjukkan 

bahwa (R,S)-modul merupakan bentuk perumuman dari (R,S)-bimodul dengan 

menghilangkan syarat kompatibilitas pada (R,S)-bimodul. Selain itu, (R,S)-modul 

merupakan (R,S)-bimodul apabila ring R dan ring S masing-masing memiliki elemen 

idempoten sentral selain elemen nol.  

Kata Kunci: idempotent sentral, kompabilitas, (R,S)-bimodul, (R,S)-modul 
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1. PENDAHULUAN 

Struktur aljabar merupakan ilmu yang mempelajari tentang satu atau lebih 

himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan satu atau lebih operasi biner yang 

didefinisikan [1]. Struktur aljabar yang terdiri dari suatu himpunan 𝐺  yang tak 

kosong dan dilengkapi dengan satu operasi sehingga operasinya bersifat tertutup 

disebut dengan grupoid. Grupoid yang bersifat asosiatif merupakan semigrup. 

Semigrup yang memiliki elemen identitas adalah suatu struktur aljabar yang 

dinamakan monoid. Selanjutnya, monoid yang setiap elemennya mempunyai 

invers merupakan suatu grup. Apabila operasi pada grup bersifat komutatif maka 

disebut dengan grup abel. Ring adalah suatu struktur aljabar yang terdiri dari 

suatu himpunan 𝑅  yang tak kosong dan dilengkapi dengan dua operasi yaitu 

operasi penjumlahan dan operasi perkalian. Syarat yang harus dipenuhi oleh suatu 

ring 𝑅  yaitu 𝑅  terhadap operasi penjumlahan merupakan grup abel, 𝑅  terhadap 

operasi perkalian merupakan semigrup, serta operasi perkalian bersifat distributif 

kiri dan kanan terhadap operasi penjumlahan. Apabila suatu ring 𝑅  memiliki 

elemen identitas terhadap operasi perkalian maka 𝑅  dinamakan ring dengan 

elemen satuan. Apabila operasi perkalian pada ring 𝑅 bersifat komutatif maka ring 

𝑅 dinamakan ring komutatif. Ring 𝑅 adalah ring komutatif dengan elemen satuan 

apabila 𝑅  merupakan ring komutatif serta memiliki elemen identitas terhadap 

operasi perkalian [2]. 

 Struktur aljabar yang dibentuk oleh suatu grup abel 𝑀  terhadap operasi 

penjumlahan dan suatu ring 𝑅, yang dilengkapi dengan operasi perkalian skalar 

sehingga memenuhi syarat-syarat tertentu disebut dengan modul 𝑀  atas ring 𝑅 

[3]. Selanjunya, modul 𝑀 atas ring 𝑅 dapat ditulis dengan 𝑀 = 𝑅-modul. Modul 

kiri 𝑀  atas ring 𝑅  adalah sebuah modul yang elemen pada ringnya berada di 

sebelah kiri pada saat melakukan operasi perkalian skalar, sedangkan modul 

kanan 𝑀 atas ring 𝑅 adalah sebuah modul yang elemen pada ringnya berada di 

sebelah kanan pada saat melakukan operasi perkalian skalar. Operasi perkalian 

skalar pada modul kiri 𝑀  atas ring 𝑅  adalah ∗: 𝑅 × 𝑀 → 𝑀 , sedangkan operasi 

perkalian skalar pada modul kanan 𝑀 atas ring 𝑅 adalah ∗: 𝑀 × 𝑅 → 𝑀 [4].  

Struktur (𝑅, 𝑆)-bimodul merupakan perumuman dari modul [5], [6]. Suatu 

(𝑅, 𝑆)-bimodul adalah struktur aljabar yang terdiri dari ring 𝑅  dan ring 𝑆 serta 

grup abel 𝑀  dan operasi perkalian skalar ∗: 𝑅 × 𝑀 → 𝑀  serta •: 𝑀 × 𝑆 → 𝑀 

sedemikian sehingga 𝑀 merupakan modul kiri atas ring 𝑅, 𝑀 merupakan modul 

kanan atas ring 𝑆, dan memenuhi sifat kompatibilitas yakni untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅, 

𝑚 ∈ 𝑀 , dan 𝑠 ∈ 𝑆  memenuhi 𝑟 ∗ (𝑚 • 𝑠) = (𝑟 ∗ 𝑚) • 𝑠  [5]. Penelitian tentang 

(𝑅, 𝑆)-bimodul telah dikaji oleh beberapa peneliti seperti pada [7] dan [8]. Pada 

penelitian ini akan dibahas mengenai perumuman (𝑅, 𝑆)-bimodul menjadi (𝑅, 𝑆)-

modul. Penulis melengkapi bukti dan beberapa contoh yang belum dibahas pada 

[9]. Keterbaruan dari penelitian ini adalah memberikan bukti bahwa jika 𝑀 adalah 

(𝑅, 𝑆)-bimodul maka 𝑀 pasti merupakan (𝑅, 𝑆)-modul. Hal tersebut dikarenakan 

banyak penelitian terdahulu tentang (𝑅, 𝑆) -modul menyebutkan bahwa (𝑅, 𝑆) -



 

Prosiding Seminar Nasional Matematika, Statistika, dan Aplikasinya 2023 

Terbitan III, Agustus 2023, Samarinda, Indonesia e-ISSN: 2657-232X 

22 
 

bimodul pasti merupakan (𝑅, 𝑆) -modul sedangkan (𝑅, 𝑆) -modul belum tentu 

merupakan (𝑅, 𝑆) -bimodul, tetapi belum memberikan bukti dari pernyataan 

tersebut. Dengan diperolehnya struktur (𝑅, 𝑆)-modul, maka struktur dari (𝑅, 𝑆)-

bimodul dapat ditinjau sebagai kejadian khusus dari (𝑅, 𝑆)-modul. 

 

2. METODE PENELITIAN 

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi pustaka yaitu 

mengembangkan teori pada [9] dengan cara melengkapi pembuktian serta contoh 

yang belum disajikan.  Selanjutnya, penulis mengumpulkan informasi-informasi 

yang sesuai dengan topik yang akan diteliti dari berbagai sumber seperti jurnal, 

buku, dan e-book. Adapun langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini 

yaitu mendefinisikan (𝑅, 𝑆)-modul, menunjukkan bahwa (𝑅, 𝑆)-modul merupakan 

bentuk perumuman dari (𝑅, 𝑆) -bimodul, memberikan counter example (𝑅, 𝑆) -

modul yang tidak memenuhi (𝑅, 𝑆) -bimodul, serta menunjukkan syarat agar 

(𝑅, 𝑆)-modul merupakan (𝑅, 𝑆)-bimodul. 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

 Bagian ini merupakan pembahasan utama pada penelitian ini. Pada bagian ini 

disajikan pembentukan (𝑅, 𝑆)-modul dari (𝑅, 𝑆)-bimodul serta hubungan antara 

(𝑅, 𝑆) -modul dari (𝑅, 𝑆) -bimodul yang menggambarkan bahwa (𝑅, 𝑆) -modul 

merupakan perumuman dari (𝑅, 𝑆)-bimodul.  

 Sebelum membahas (𝑅, 𝑆) -modul merupakan perumuman dari (𝑅, 𝑆) -

bimodul, terlebih dahulu diberikan definisi dari (𝑅, 𝑆)-bimodul. 

Definisi 1 [5]. Diberikan 𝑅 dan 𝑆 masing-masing adalah ring, 𝑀 adalah suatu 

grup abel terhadap operasi penjumlahan, dan operasi perkalian skalar ∗

: 𝑅 × 𝑀 → 𝑀  serta •: 𝑀 × 𝑆 → 𝑀 . Himpunan 𝑀  merupakan (𝑅, 𝑆) -bimodul 

apabila 𝑀 merupakan modul kiri atas ring 𝑅,  𝑀 merupakan modul kanan atas 

ring 𝑆, dan memenuhi sifat kompatibilitas yaitu untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑠 ∈ 𝑆, dan 

𝑚 ∈ 𝑀 memenuhi 𝑟 ∗ (𝑚 • 𝑠) = (𝑟 ∗ 𝑚) • 𝑠. 

Berikut ini diberikan contoh struktur aljabar dengan 𝑀 merupakan modul kiri 

atas ring 𝑅, 𝑀 merupakan modul kanan atas ring 𝑆, tetapi tidak memenuhi sifat 

kompatibilitas pada (𝑅, 𝑆)-bimodul. 

Contoh 2. Diberikan 

ℝ2 = {(
𝑝
𝑞) |𝑝, 𝑞 ∈ ℝ} 

adalah himpunan semua vektor 2-tupel dengan entri bilangan riil merupakan grup 

abel terhadap operasi penjumlahan vektor. Himpunan 

𝐵 = {(
𝑘 𝑙
0 0

) |𝑘, 𝑙 ∈ ℝ} 

merupakan ring terhadap operasi penjumlahan dan perkalian matriks, dan 

himpunan 

𝑅[𝑥] = {𝑎𝑥 + 𝑏|𝑎, 𝑏 ∈ ℝ} 



 

Prosiding Seminar Nasional Matematika, Statistika, dan Aplikasinya 2023 

Terbitan III, Agustus 2023, Samarinda, Indonesia e-ISSN: 2657-232X 

23 
 

merupakan ring polinomial terhadap operasi penjumlahan dan operasi perkalian 

yang didefinisikan dengan 

𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = (𝑎𝑥 + 𝑏) + (𝑐𝑥 + 𝑑) = (𝑎 + 𝑐)𝑥 + (𝑏 + 𝑑) 

𝑓(𝑥) × 𝑔(𝑥) = (𝑎𝑥 + 𝑏) × (𝑐𝑥 + 𝑑) = 𝑎𝑐𝑥 + 𝑏𝑑 

untuk setiap 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥] . Selanjutnya, didefinisikan operasi perkalian 

skalar ∗: 𝐵 × ℝ2 → ℝ2 dengan definisi 

∗ (𝐵1, 𝑣1) = 𝐵1 ∗ 𝑣1 = (
𝑘 𝑙
0 0

) ∗ (
𝑝
𝑞) ≝ (

𝑘𝑝 + 𝑙𝑞
0

) 

untuk setiap 𝐵1 ∈ 𝐵 dan 𝑣1 ∈ ℝ2, serta didefinisikan pula operasi perkalian skalar 

•: ℝ2 × 𝑅[𝑥] → ℝ2 dengan definisi 

• (𝑣1, 𝑓(𝑥)) = 𝑣1 • 𝑓(𝑥) = (
𝑝
𝑞) • (𝑎𝑥 + 𝑏) ≝ (

𝑝𝑎
𝑞𝑏) 

untuk setiap 𝑣1 ∈ ℝ2 dan 𝑓(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]. Himpunan ℝ2 merupakan modul kiri atas 

ring 𝐵, serta himpunan ℝ2 merupakan modul kanan atas ring 𝑅[𝑥]. Selanjutnya, 

diperhatikan bahwa 

𝐵1 ∗ (𝑣1 • 𝑓(𝑥)) = (
𝑘 𝑙
0 0

) ∗ ((
𝑝
𝑞) • (𝑎𝑥 + 𝑏)) = (

𝑘 𝑙
0 0

) ∗ (
𝑝𝑎
𝑞𝑏) = (

𝑘𝑝𝑎 + 𝑙𝑞𝑏
0

) 

dan 

(𝐵1 ∗ 𝑣1) • 𝑓(𝑥) = ((
𝑘 𝑙
0 0

) ∗ (
𝑝
𝑞)) • (𝑎𝑥 + 𝑏) = (

𝑘𝑝 + 𝑙𝑞
0

) • (𝑎𝑥 + 𝑏) = (
𝑘𝑝𝑎 + 𝑙𝑞𝑎

0
). 

Misalkan 

𝐵1 = (
3 2
0 0

), 𝑣1 = (
1
4

), dan 𝑓(𝑥) = 5𝑥 + 7 

sehingga diperoleh 

𝐵1 ∗ (𝑣1 • 𝑓(𝑥)) = (
3 2
0 0

) ∗ ((
1
4

) • (5𝑥 + 7)) = (
3 2
0 0

) ∗ (
5

28
) = (

71
0

) 

dan 

(𝐵1 ∗ 𝑣1) • 𝑓(𝑥) = ((
3 2
0 0

) ∗ (
1
4

)) • (5𝑥 + 7) = (
3 + 8

0
) • (5𝑥 + 7) = (

55
0

). 

Jadi, 𝐵1 ∗ (𝑣1 • 𝑓(𝑥))  belum tentu sama dengan (𝐵1 ∗ 𝑣1) • 𝑓(𝑥) sehingga sifat 

kompatibilitas tidak terpenuhi. Dengan demikian, ℝ2 bukan merupakan (𝐵, 𝑅[𝑥])-

bimodul. ∎ 

Berdasarkan Contoh 2, terdapat struktur aljabar yang memenuhi 𝑀 

merupakan modul kiri atas ring 𝑅, 𝑀 merupakan modul kanan atas ring 𝑆, tetapi 

tidak memenuhi sifat kompatibilitas pada (𝑅, 𝑆) -bimodul. Oleh karena hal 

tersebut, struktur (𝑅, 𝑆)-bimodul dapat dilakukan perumuman menjadi struktur 

aljabar baru yang disebut dengan (𝑅, 𝑆)-modul. Berikut diberikan definisi dari 

(𝑅, 𝑆)-modul.  

Definisi 3. Diberikan 𝑅 dan 𝑆 masing-masing adalah ring, 𝑀 merupakan suatu 

grup abel terhadap operasi penjumlahan, dan didefinisikan operasi perkalian 
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skalar (∗,•): 𝑅 × 𝑀 × 𝑆 → 𝑀 . Himpunan 𝑀  merupakan (𝑅, 𝑆) -modul apabila 

memenuhi: 

1. untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅; 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑀;  𝑠 ∈ 𝑆 berlaku 

𝑟 ∗ (𝑚 + 𝑛) • 𝑠 = 𝑟 ∗ 𝑚 • 𝑠 + 𝑟 ∗ 𝑛 • 𝑠; 

2. untuk setiap 𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅; 𝑚 ∈ 𝑀; 𝑠 ∈ 𝑆 berlaku  

(𝑟1 + 𝑟2) ∗ 𝑚 • 𝑠 = 𝑟1 ∗ 𝑚 • 𝑠 + 𝑟2 ∗ 𝑚 • 𝑠; 

3. untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅; 𝑚 ∈ 𝑀; 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆 berlaku 

𝑟 ∗ 𝑚 • (𝑠1 + 𝑠2) = 𝑟 ∗ 𝑚 • 𝑠1 + 𝑟 ∗ 𝑚 • 𝑠2; 

4. untuk setiap 𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅; 𝑚 ∈ 𝑀; 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆 berlaku 

𝑟1 ∗ (𝑟2 ∗ 𝑚 • 𝑠1) • 𝑠2 = (𝑟1𝑟2) ∗ 𝑚 • (𝑠1𝑠2). 

Berdasarkan syarat-syarat (𝑅, 𝑆)-modul pada Definisi 3, terlihat bahwa 𝑀 hanya 

perlu merupakan modul kiri atas ring 𝑅 dan modul kanan atas ring 𝑆 sehingga 

(𝑅, 𝑆)-modul merupakan perumuman dari (𝑅, 𝑆)-bimodul dengan memperlemah 

syarat kompatibilitas pada (𝑅, 𝑆) -bimodul. Dengan kata lain, struktur (𝑅, 𝑆) - 

modul dapat dibentuk dari (𝑅, 𝑆) -bimodul, dengan memperlemah syarat 

kompatibilitas pada (𝑅, 𝑆)-bimodul.  

Contoh 4. Pada Contoh 2 sudah dijelaskan bahwa ℝ2  bukan merupakan 

(𝐵, 𝑅[𝑥]) -bimodul karena sifat kompatibilitas tidak terpenuhi. Selanjutnya 

didefinisikan operasi perkalian skalar (∗,•): 𝐵 × ℝ2 × 𝑅[𝑥] → ℝ2 dengan definisi 

(∗,•)(𝐵1, 𝑣1, 𝑓(𝑥)) = 𝐵1 ∗ 𝑣1 • 𝑓(𝑥) = (
𝑘 𝑙
0 0

) ∗ (
𝑝
𝑞) • (𝑎𝑥 + 𝑏) ≝ (

𝑘𝑝𝑎 + 𝑙𝑞𝑎
0

) 

untuk setiap 𝐵1 ∈ 𝐵, 𝑣1 ∈ ℝ2, dan 𝑓(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]. Diperhatikan bahwa untuk setiap 

𝐵1, 𝐵2 ∈ 𝐵  dengan 𝐵1 = (
𝑘 𝑙
0 0

)  dan 𝐵2 = (
𝑚 𝑛
0 0

) , untuk setiap 𝑣1, 𝑣2 ∈ ℝ2 

dengan 𝑣1 = (
𝑝
𝑞)  dan 𝑣2 = (

𝑟
𝑠

) , serta untuk setiap  𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]  dengan 

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 dan 𝑔(𝑥) = 𝑐𝑥 + 𝑑 memenuhi: 

a. 𝐵1 ∗ (𝑣1 + 𝑣2) • 𝑓(𝑥) = (
𝑘 𝑙
0 0

) ∗ ((
𝑝
𝑞) + (

𝑟
𝑠

)) • (𝑎𝑥 + 𝑏) 

= (
𝑘 𝑙
0 0

) ∗ (
𝑝 + 𝑟
𝑞 + 𝑠) • (𝑎𝑥 + 𝑏) 

= (
𝑘𝑝𝑎 + 𝑘𝑟𝑎 + 𝑙𝑞𝑎 + 𝑙𝑠𝑎

0
) 

= (
𝑘𝑝𝑎 + 𝑙𝑞𝑎

0
) + (

𝑘𝑟𝑎 + 𝑙𝑠𝑎
0

) 

= (
𝑘 𝑙
0 0

) ∗ (
𝑝
𝑞) • (𝑎𝑥 + 𝑏) + (

𝑘 𝑙
0 0

) ∗ (
𝑟
𝑠

) • (𝑎𝑥 + 𝑏) 

= 𝐵1 ∗ 𝑣1 • 𝑓(𝑥) + 𝐵1 ∗ 𝑣2 • 𝑓(𝑥); 

b. (𝐵1 + 𝐵2) ∗ 𝑣1 • 𝑓(𝑥) = ((
𝑘 𝑙
0 0

) + (
𝑚 𝑛
0 0

)) ∗ (
𝑝
𝑞) • (𝑎𝑥 + 𝑏) 

= (
𝑘 + 𝑚 𝑙 + 𝑛

0 0
) ∗ (

𝑝
𝑞) • (𝑎𝑥 + 𝑏) 
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= (
𝑘𝑝𝑎 + 𝑙𝑞𝑎 + 𝑚𝑝𝑎 + 𝑛𝑞𝑎

0
) 

= (
𝑘𝑝𝑎 + 𝑙𝑞𝑎

0
) + (

𝑚𝑝𝑎 + 𝑛𝑞𝑎
0

) 

= (
𝑘 𝑙
0 0

) ∗ (
𝑝
𝑞) • (𝑎𝑥 + 𝑏) + (

𝑚 𝑛
0 0

) ∗ (
𝑝
𝑞) • (𝑎𝑥 + 𝑏) 

= 𝐵1 ∗ 𝑣1 • 𝑓(𝑥) + 𝐵2 ∗ 𝑣1 • 𝑓(𝑥); 

c. 𝐵1 ∗ 𝑣1 • (𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) = (
𝑘 𝑙
0 0

) ∗ (
𝑝
𝑞) • ((𝑎𝑥 + 𝑏) + (𝑐𝑥 + 𝑑)) 

= (
𝑘 𝑙
0 0

) ∗ (
𝑝
𝑞) • ((𝑎 + 𝑐)𝑥 + (𝑏 + 𝑑)) 

= (
𝑘𝑝𝑎 + 𝑙𝑞𝑎 + 𝑘𝑝𝑐 + 𝑙𝑞𝑐

0
) 

= (
𝑘𝑝𝑎 + 𝑙𝑞𝑎

0
) + (

𝑘𝑝𝑐 + 𝑙𝑞𝑐
0

) 

= (
𝑘 𝑙
0 0

) ∗ (
𝑝
𝑞) • (𝑎𝑥 + 𝑏) + (

𝑘 𝑙
0 0

) ∗ (
𝑝
𝑞) • (𝑐𝑥 + 𝑑) 

= 𝐵1 ∗ 𝑣1 • 𝑓(𝑥) + 𝐵1 ∗ 𝑣1 • 𝑔(𝑥); 

dan 

d. 𝐵1 ∗ (𝐵2 ∗ 𝑣1 • 𝑓(𝑥)) • 𝑔(𝑥) = (
𝑘 𝑙
0 0

) ∗ ((
𝑚 𝑛
0 0

) ∗ (
𝑝
𝑞) • (𝑎𝑥 + 𝑏)) • (𝑐𝑥 + 𝑑) 

= (
𝑘 𝑙
0 0

) ∗ (
𝑚𝑝𝑎 + 𝑛𝑞𝑎

0
) • (𝑐𝑥 + 𝑑) 

= (
𝑘(𝑚𝑝𝑎)𝑐 + 𝑘(𝑛𝑞𝑎)𝑐

0
) 

= (
(𝑘𝑚)𝑝(𝑎𝑐) + (𝑘𝑛)𝑞(𝑎𝑐)

0
) 

= ((
𝑘 𝑙
0 0

) (
𝑚 𝑛
0 0

)) ∗ (
𝑝
𝑞) • ((𝑎𝑥 + 𝑏) × (𝑐𝑥 + 𝑑)) 

= (𝐵1𝐵2) ∗ 𝑣1 • (𝑓(𝑥) × 𝑔(𝑥)). 

Karena memenuhi empat syarat di atas, maka ℝ2 merupakan (𝐵, 𝑅[𝑥])-modul. ∎ 

 Diberikan 𝑀 adalah (𝑅, 𝑆)-bimodul dengan 𝑅 dan 𝑆 adalah ring sembarang. 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa  𝑀  adalah (𝑅, 𝑆) -modul. Himpunan 𝑀 

adalah (𝑅, 𝑆) -bimodul yang berarti 𝑀  merupakan modul kiri atas ring 𝑅 , 𝑀 

merupakan modul kanan atas ring 𝑆 , dan memenuhi sifat kompatibilitas yaitu 

untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑠 ∈ 𝑆, dan 𝑚 ∈ 𝑀 memenuhi 𝑟 ∗ (𝑚 • 𝑠) = (𝑟 ∗ 𝑚) • 𝑠. 

 Didefinisikan operasi perkalian skalar (∗,•): 𝑅 × 𝑀 × 𝑆 → 𝑀 dengan definisi 

(∗,•)(𝑟, 𝑚, 𝑠) = 𝑟 ∗ 𝑚 • 𝑠 

untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑚 ∈ 𝑀 , dan 𝑠 ∈ 𝑆  dengan ∗  dan •  mengacu pada (𝑅, 𝑆) -

bimodul. Ambil sembarang 𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅 , 𝑚1, 𝑚2 ∈ 𝑀 , dan 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆 . Karena 𝑀 

adalah (𝑅, 𝑆) -bimodul yang berarti 𝑀  merupakan modul kiri atas ring 𝑅 , 𝑀 

merupakan modul kanan atas ring 𝑆 maka berlaku 

1. 𝑟1 ∗ (𝑚1 + 𝑚2) • 𝑠1 = (𝑟1 ∗ 𝑚1 + 𝑟1 ∗ 𝑚2) • 𝑠1 = 𝑟1 ∗ 𝑚1 • 𝑠1 + 𝑟1 ∗ 𝑚2 • 𝑠1; 

2. (𝑟1 + 𝑟2) ∗ 𝑚1 • 𝑠1 = (𝑟1 ∗ 𝑚1 + 𝑟2 ∗ 𝑚1) • 𝑠1 = 𝑟1 ∗ 𝑚1 • 𝑠1 + 𝑟2 ∗ 𝑚1 • 𝑠1; 
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3. 𝑟1 ∗ 𝑚1 • (𝑠1 + 𝑠2) = 𝑟1 ∗ (𝑚1 • 𝑠1 + 𝑚1 • 𝑠2) = 𝑟1 ∗ 𝑚1 • 𝑠1 + 𝑟1 ∗ 𝑚1 • 𝑠2 

dan  

4. 𝑟1 ∗ (𝑟2 ∗ 𝑚1 • 𝑠1) • 𝑠2 = (𝑟1𝑟2) ∗ (𝑚1 • 𝑠1) • 𝑠2 = (𝑟1𝑟2) ∗ 𝑚1 • (𝑠1𝑠2). 

Karena memenuhi keempat aksioma pada (𝑅, 𝑆)-modul dan elemen yang diambil 

adalah sembarang maka dapat disimpulkan bahwa setiap (𝑅, 𝑆) -bimodul pasti 

merupakan (𝑅, 𝑆)-modul. 

 Struktur aljabar (𝑅, 𝑆) -modul merupakan suatu perumuman dari (𝑅, 𝑆) -

bimodul sehingga (𝑅, 𝑆)-bimodul merupakan kejadian khusus dari (𝑅, 𝑆)-modul. 

Hal tersebut berarti bahwa (𝑅, 𝑆)-bimodul pasti merupakan (𝑅, 𝑆)-modul, tetapi 

(𝑅, 𝑆) -modul belum tentu merupakan (𝑅, 𝑆) -bimodul. Setiap (𝑅, 𝑆) -modul 

merupakan (𝑅, 𝑆)-bimodul apabila ring 𝑅 dan ring 𝑆 masing-masing mempunyai 

elemen idempoten sentral selain elemen nol. Elemen idempoten sentral adalah 

elemen 𝑒 dalam suatu ring 𝑅 apabila 𝑒2 = 𝑒 dan untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅 berlaku 𝑒𝑟 =

𝑟𝑒. 

 Teorema berikut ini menjelaskan syarat agar (𝑅, 𝑆)-modul memenuhi syarat 

untuk menjadi (𝑅, 𝑆)-bimodul. 

Teorema 5. Diberikan 𝑀 adalah (𝑅, 𝑆)-modul. Jika ring 𝑅 dan ring 𝑆 masing-

masing memiliki elemen idempoten sentral selain elemen nol, maka 𝑀 merupakan 

modul kiri atas ring 𝑅  dan modul kanan atas ring 𝑆  serta memenuhi sifat 

kompatibilitas yaitu 𝑟 ∗ (𝑚 • 𝑠) = (𝑟 ∗ 𝑚) • 𝑠  untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅 , 𝑚 ∈ 𝑀 , dan 

𝑠 ∈ 𝑆, atau dengan kata lain 𝑀 merupakan (𝑅, 𝑆)-bimodul. 

Bukti. Diberikan elemen idempoten sentral 𝛼 ∈ 𝑅  dan 𝛽 ∈ 𝑆 . Didefinisikan 

operasi perkalian skalar ∗: 𝑅 × 𝑀 → 𝑀 dengan definisi 

∗ (𝑟, 𝑚) = 𝑟 ∗ 𝑚 ≝ 𝑟𝑚𝛽 

untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅  dan 𝑚 ∈ 𝑀 , serta operasi perkalian skalar •: 𝑀 × 𝑆 → 𝑀 

dengan definisi 

• (𝑚, 𝑠) = 𝑚 • 𝑠 ≝ 𝛼𝑚𝑠 

untuk setiap 𝑚 ∈ 𝑀  dan 𝑠 ∈ 𝑆 . Diperhatikan bahwa untuk setiap 𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅  dan 

𝑚1, 𝑚2 ∈ 𝑀 memenuhi 

a. (𝑟1 + 𝑟2) ∗ 𝑚1 = (𝑟1 + 𝑟2)𝑚1𝛽 = 𝑟1𝑚1𝛽 + 𝑟2𝑚1𝛽 = 𝑟1 ∗ 𝑚1 + 𝑟2 ∗ 𝑚1; 

b. (𝑟1𝑟2) ∗ 𝑚1 = (𝑟1𝑟2)𝑚1𝛽 = 𝑟1(𝑟2𝑚1)𝛽 = 𝑟1 ∗ (𝑟2𝑚1); dan 

c. 𝑟1 ∗ (𝑚1 + 𝑚2) = 𝑟1(𝑚1 + 𝑚2)𝛽 = 𝑟1𝑚1𝛽 + 𝑟1𝑚2𝛽 = 𝑟1 ∗ 𝑚1 + 𝑟1 ∗ 𝑚2. 

Karena memenuhi tiga syarat di atas maka 𝑀 merupakan modul kiri atas ring 𝑅. 

Selanjutnya, untuk setiap 𝑚1, 𝑚2 ∈ 𝑀 dan 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆 memenuhi 

a. 𝑚1 • (𝑠1 + 𝑠2) = 𝛼𝑚1(𝑠1 + 𝑠2) = 𝛼𝑚1𝑠1 + 𝛼𝑚1𝑠2 = 𝑚1 • 𝑠1 + 𝑚1 • 𝑠2; 

b. 𝑚1 • (𝑠1𝑠2) = 𝛼𝑚1(𝑠1𝑠2) = 𝛼(𝑚1𝑠1)𝑠2 = (𝑚1𝑠1) • 𝑠2; dan 

c. (𝑚1 + 𝑚2) • 𝑠1 = 𝛼(𝑚1 + 𝑚2)𝑠1 = 𝛼𝑚1𝑠1 + 𝛼𝑚2𝑠1 = 𝑚1 • 𝑠1 + 𝑚2 • 𝑠1. 

Karena memenuhi tiga syarat di atas maka 𝑀 merupakan modul kanan atas ring 𝑆. 

Himpunan 𝑀  adalah (𝑅, 𝑆) -modul serta 𝛼 ∈ 𝑅  dan 𝛽 ∈ 𝑆  adalah elemen 

idempoten sentral sehingga berlaku 
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𝑟 ∗ (𝑚 • 𝑠) = 𝑟(𝑚 • 𝑠)𝛽 

= 𝑟(𝛼𝑚𝑠)𝛽 

= (𝑟𝛼)𝑚(𝑠𝛽) 

= (𝛼𝑟)𝑚(𝛽𝑠) 

= 𝛼(𝑟𝑚𝛽)𝑠 

= (𝑟𝑚𝛽) • 𝑠 

= (𝑟 ∗ 𝑚) • 𝑠. 

Dengan demikian, sifat kompatibilitas pada bimodul terpenuhi. Karena 

memenuhi syarat-syarat di atas, maka dapat disimpulkan bahwa 𝑀  merupakan 

(𝑅, 𝑆)-bimodul. Jadi, terbukti bahwa jika 𝑀 adalah (𝑅, 𝑆)-modul dengan ring 𝑅 

dan ring 𝑆  masing-masing memiliki elemen idempoten sentral, maka 𝑀 

merupakan (𝑅, 𝑆)-bimodul. ∎  

 

4.  KESIMPULAN 
 

Struktur aljabar (𝑅, 𝑆) -modul dapat dibentuk dari struktur (𝑅, 𝑆) -modul. 

Pembentukan tersebut dilakukan dengan memperlemah syarat kompatibilitas pada 

(𝑅, 𝑆) -bimodul. Suatu (𝑅, 𝑆) -bimodul pasti merupakan (𝑅, 𝑆) -modul, tetapi 

(𝑅, 𝑆) -modul belum tentu merupakan (𝑅, 𝑆) -bimodul. Setiap (𝑅, 𝑆) -modul 

merupakan (𝑅, 𝑆) -bimodul jika ring 𝑅  dan ring 𝑆  masing-masing mempunyai 

elemen idempoten sentral selain elemen nol. Untuk penelitian selanjutnya dapat 

mengkaji tentang sifat-sifat (𝑅, 𝑆)-modul, sub (𝑅, 𝑆)-modul, dan homomorfisma 

(𝑅, 𝑆)-modul. 
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