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Abstrak. Pembahasan nilai eigen pada aljabar linier dilakukan pada matriks atas 

lapangan riil/kompleks dengan menggunakan persamaan karakteristik. Sementara itu, 

struktur dari aljabar max-plus adalah semilapangan, sehingga penentuan nilai eigen tidak 

dapat dilakukan dengan menggunakan persamaan karakteristik seperti pada aljabar linier. 

Pada artikel ini dibahas mengenai eksistensi nilai eigen pada matriks atas aljabar max-

plus. Penentuan eksistensi nilai eigen ini dilakukan dengan cara menentukan bobot rata-

rata maksimum sirkuit elementer pada graf precedence dari matriks atas aljabar max-plus. 

Hasil penelitian menunjukkan bahwa eksistensi nilai eigen pada matriks atas aljabar max-

plus terjamin selalu ada. Hal ini dikarenakan terjaminnya eksistensi nilai bobot rata-rata 

maksimum sirkuit elementer pada graf precedence matriks atas aljabar max-plus.  

Kata Kunci: aljabar max-plus, eksistensi, graf precedence, nilai eigen, sirkuit elementer 
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1. PENDAHULUAN 

Misalkan ℝ adalah himpunan semua bilangan riil. Aljabar max-plus adalah 

himpunan ℝ ∪ {−∞}  yang dilengkapi dengan dua operasi biner, yaitu 

penjumlahan yang didefinisikan dengan 𝑥 ⊕ 𝑦 = max{𝑥, 𝑦} dan perkalian yang 

didefinisikan dengan 𝑥 ⊗ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 , untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ ∪ {−∞}  [1]. Setiap 

elemen selain elemen netral pada ℝmax  tidak memiliki invers terhadap operasi 

penjumlahan. Struktur aljabar dari aljabar max-plus adalah semilapangan [2]. Hal 

ini yang menjadi perbedaan utama objek pembahasan antara aljabar max-plus 

dengan aljabar linier.  

Pada pembahasan aljabar linier, matriks didefinisikan sebagai susunan 

bilangan atau fungsi yang tersusun dalam baris dan kolom serta diapit oleh dua 

kurung siku [3]. Pendefinisian matriks atas aljabar max-plus dilakukan secara 

analog seperti pendefinisian matriks pada aljabar linier. Pada aljabar max-plus, 

matriks persegi 𝐴 dapat direpresentasikan dalam bentuk graf yang disebut dengan 

graf precedence dan dinotasikan dengan 𝐺(𝐴).  

Pembahasan matriks persegi pada aljabar linier sangat berkaitan erat dengan 

pembahasan nilai eigen. Permasalahan nilai eigen pada aljabar linier, memiliki 

peranan penting pada permasalahan kehidupan sehari-hari. Penelitian tentang 

aplikasi nilai eigen pada aljabar linier pernah dilakukan oleh beberapa peneliti 

antara lain penggunaan nilai eigen dalam analytical hierarchy process untuk 

memilih tempat kerja [4],  serta penggunaan nilai eigen dan vektor eigen untuk 

menentukan prioritas faktor-faktor penentu pemilihan tempat makan [5]. Seperti 

halnya pada matriks persegi aljabar linier, pada pembahasan matriks persegi atas 

aljabar max-plus juga berkaitan erat dengan masalah nilai eigen. Penelitian 

tentang aplikasi nilai eigen atas aljabar max-plus pernah dilakukan oleh beberapa 

peneliti, antara lain penggunaan nilai eigen atas aljabar max-plus pada model 

sistem produksi sederhana [6], dan penggunaan nilai eigen atas aljabar max-plus 

pada pengaturan sistem antrian traffic light [7]. 

Misalkan 𝐴 adalah matriks persegi pada aljabar linier. Vektor taknol 𝑥̅ ∈ ℝ𝑛 

disebut vektor eigen dari 𝐴 jika 𝐴𝑥̅ adalah kelipatan skalar dari 𝑥̅, yaitu 𝐴𝑥̅ = 𝜆𝑥̅ 

untuk suatu skalar 𝜆. Untuk memperoleh nilai eigen dari matriks persegi 𝐴, dapat 

dilakukan dengan menyelesaikan persamaan det(𝜆𝐼 − 𝐴) = 0, yakni persamaan 

karakteristik matriks 𝐴 . Karena struktur aljabar dari aljabar max-plus adalah 

semilapangan, maka penentuan nilai eigen tidak bisa dilakukan dengan 

menggunakan persamaan karakteristik seperti pada aljabar linier. Dengan 

demikian, perlu dilakukan pembahasan lebih lanjut tentang nilai eigen pada 

matriks atas aljabar max-plus. Pada artikel ini, penulis membahas tentang 

eksistensi nilai eigen pada matriks atas aljabar max-plus. Penulis memberikan 

pembuktian lebih detail serta memberikan beberapa contohnya yang belum 

disajikan secara detail pada [8]. Penentuan eksistensi dilakukan dengan 

memanfaatkan graf precedence dari matriks atas aljabar max-plus. 
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2. METODE PENELITIAN 

Metode yang digunakan adalah studi pustaka dengan mengumpulkan dan 

mempelajari berbagai sumber pustaka berupa buku, jurnal, dan hasil penelitian 

sebelumnya yang berkaitan dengan masalah nilai eigen dan vektor eigen atas 

aljabar max-plus. Adapun tahapan-tahapan yang dilakukan dalam menentukan 

eksistensi nilai eigen pada matriks 𝐴 atas aljabar max-plus adalah sebagai berikut: 

1. Mendefinisikan nilai eigen pada matriks 𝐴 ∈ ℝmax
𝑛×𝑛. 

2. Menentukan graf precedence 𝐺(𝐴) dari matriks 𝐴 ∈ ℝmax
𝑛×𝑛. 

3. Menentukan bobot rata-rata maksimum sirkuit elementer dari 𝐺(𝐴)  yang 

selanjutnya dinotasikan dengan 𝜆max(𝐴). 

4. Mendefinisikan sirkuit kritis pada graf precedence 𝐺(𝐴). 

5. Menentukan sirkuit (𝑠, 𝑠)  dengan 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛  yang merupakan sirkuit kritis 

dari 𝐺(𝐴). 

6. Menentukan matriks 𝐵 = −𝜆max(𝐴) ⊗ 𝐴  dan 𝐵∗ = 𝐸𝑛 + 𝐵+  dengan  

𝐵+ = 𝐵 ⊕ 𝐵2 ⊕ …⊕ 𝐵𝑛. 

7. Menunjukkan bahwa bobot rata-rata maksimum sirkuit elementer dari 𝐺(𝐴), 

yaitu 𝜆max(𝐴) adalah nilai eigen dari matriks 𝐴. 

8. Menunjukkan bahwa kolom ke-𝑠 dari matriks 𝐵∗ merupakan vektor eigen. 
 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

 Bagian ini merupakan pembahasan utama pada penelitian ini. Pada bagian ini 

disajikan pembahasan mengenai eksistensi nilai eigen pada matriks atas aljabar 

max-plus. Selanjutnya, disajikan juga pembahasan mengenai vektor eigen yang 

bersesuaian dengan nilai eigen yang sudah ditentukan eksistensinya.   

 Pada bagian awal pembahasan ini, terlebih dahulu disajikan definisi dari graf 

precedence dari matriks atas aljabar max-plus. 

Definisi 1 [1]. Graf precedence 𝐺(𝐴) dari matriks 𝐴 ∈ ℝmax
𝑛×𝑛 adalah graf berarah 

berbobot dengan titik sebanyak 𝑛 dan busur (𝑗, 𝑖) untuk  [𝐴]𝑖𝑗 ≠ ℰ dengan 𝑖, 𝑗 =

1, 2, … , 𝑛. Bobot busur (𝑗, 𝑖) adalah bilangan riil [𝐴]𝑖𝑗  dan dinotasikan dengan 

𝑤(𝑗, 𝑖) = [𝐴]𝑖𝑗. 

Teorema berikut menjelaskan makna dari entri pada matriks atas aljabar max-plus 

yang berkaitan dengan graf precedence dari matriks tersebut. 

Teorema 2 [2]. Diberikan 𝐴 ∈ ℝmax
𝑛×𝑛. Untuk setiap 𝑘 ≥ 1 berlaku 

[𝐴𝑘]𝑖𝑗 = max{|𝜌|𝑤|𝜌 ∈ 𝑃(𝑗, 𝑖; 𝑘)}, 

dengan 𝑃(𝑗, 𝑖; 𝑘) adalah himpunan semua lintasan dari titik 𝑗  ke titik 𝑖  dengan 

panjang 𝑘  pada graf precedence 𝐺(𝐴). Apabila 𝑃(𝑗, 𝑖; 𝑘) merupakan himpunan 

kosong maka [𝐴𝑘]𝑖𝑗 = ℰ. 

Bukti. Pembuktian dilakukan dengan langkah induksi. Misalkan (𝑗, 𝑖)  adalah 

sebarang elemen di 𝑛 × 𝑛 = {(𝑗, 𝑖)|𝑗, 𝑖 ∈ 𝑛} dengan 𝑛 = 1, 2, … , 𝑛. Untuk 𝑘 = 1, 

lintasan pada 𝑃(𝑗, 𝑖; 𝑘) hanya terdiri dari satu busur dengan bobot yang diberikan 
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oleh [𝐴]𝑖𝑗. Jika [𝐴]𝑖𝑗 = ℰ, maka tidak ada busur (𝑗, 𝑖) di 𝐺(𝐴) dan 𝑃(𝑗, 𝑖; 𝑘) = ∅. 

Berarti 

[𝐴1]𝑖𝑗 = max{|𝜌|𝑤|𝜌 ∈ 𝑃(𝑗, 𝑖; 1)} 

= max{|(𝑗, 𝑖)|𝑤} 

= |(𝑗, 𝑖)|𝑤 

= [𝐴]𝑖𝑗 , 

kesimpulannya pernyataan benar untuk 𝑘 = 1. 

Misalkan pernyataan benar untuk suatu 𝑘 ≠ 1. Selanjutnya akan ditunjukkan 

pernyataan benar untuk 𝑘 + 1 . Untuk kasus 𝑘 + 1 , berarti diperoleh  

𝜌 ∈ 𝑃(𝑗, 𝑖; 𝑘 + 1). Dengan demikian, minimal terdapat satu lintasan di  

𝑃(𝑗, 𝑖; 𝑘 + 1) supaya 𝑃(𝑗, 𝑖; 𝑘 + 1) = ∅. Lintasan 𝜌 dapat dipecah menjadi suatu 

sublintasan dengan panjang 𝑘  dari titik 𝑗  ke titik 𝑙  dan suatu sublintasan yang 

terdiri dari satu busur dari titik 𝑙 ke titik 𝑖, atau dalam bentuk simbol dapat ditulis 

𝜌 = 𝜌̂, (𝑙, 𝑖) dengan 𝜌̂ ∈ 𝑃(𝑗, 𝑙; 𝑘). 

Bobot maksimum dari setiap lintasan di 𝑃(𝑗, 𝑖; 𝑘 + 1) dapat diperoleh dari 

max
𝑙∈𝑛

{max{|𝜌̂|𝑤|𝜌̂ ∈ 𝑃(𝑗, 𝑙; 𝑘)} +[𝐴]𝑖𝑙} .  

Karena pernyataan benar untuk suatu 𝑘, maka  

max{|𝜌̂|𝑤|𝜌̂ ∈ 𝑃(𝑗, 𝑙; 𝑘)} = [𝐴𝑘]𝑙𝑗 . 

Selanjutnya untuk bobot maksimum suatu lintasan dari titik 𝑗 ke titik 𝑖  dengan 

panjang 𝑘 + 1, maka diperoleh 

max{[𝐴𝑘]𝑙𝑗 + [𝐴]𝑖𝑙}
𝑙∈𝑛

=⊕𝑙=1
𝑛 [𝐴𝑘]𝑙𝑗 ⊗ [𝐴]𝑖𝑙 

= [𝐴𝑘 ⊗ 𝐴]𝑖𝑗  

= [𝐴(𝑘+1)]
𝑖𝑗
. 

Untuk kasus 𝑃(𝑗, 𝑖; 𝑘 + 1) = ∅, berarti tidak ada lintasan dengan panjang 𝑘 + 1 

dari titik 𝑗 ke titik 𝑖. Hal tersebut mengakibatkan untuk setiap titik 𝑙, tidak terdapat 

lintasan dengan panjang 𝑘 dari titik 𝑗 ke titik 𝑙 atau tidak terdapat busur dari titik 𝑙 

ke titik 𝑖. Oleh karena itu, 𝑃(𝑗, 𝑖; 𝑘 + 1) = ∅ mengakibatkan paling tidak terdapat 

satu nilai dari [𝐴𝑘]𝑙𝑗 dan [𝐴]𝑖𝑙 sama dengan ℰ. Akibatnya  

[𝐴(𝑘+1)]
𝑖𝑗

= ℰ. 

Dengan demikian, terbukti bahwa [𝐴𝑘]𝑖𝑗 menyatakan bobot maksimum dari suatu 

lintasan dengan panjang 𝑘 dari titik 𝑗 ke titik 𝑖 pada graf precedence 𝐺(𝐴).∎ 

Untuk selanjutnya [𝐴𝑘]𝑖𝑗  dinamakan bobot maksimum semua lintasan dari 

titik 𝑗  ke titik 𝑖  dengan panjang 𝑘  pada graf precedence 𝐺(𝐴) . Berdasarkan 

Teorema 2, dapat didefinisikan suatu matriks 𝐴+ dan 𝐴∗ dari suatu matriks 𝐴 ∈

ℝmax
𝑛×𝑛 sebagai berikut: 

Definisi 3 [9]. Untuk matriks 𝐴 ∈ ℝmax
𝑛×𝑛, didefinisikan matriks 𝐴+dan 𝐴∗ seperti 

berikut 
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𝐴+ = 𝐴 ⊕ 𝐴2 ⊕ 𝐴3 ⊕ …   

𝐴∗ = 𝐸𝑛 ⊕ 𝐴+. 

Teorema berikut menjelaskan hubungan antara matriks 𝐴+ dan 𝐴∗ pada Definisi 3. 

Teorema 4. Diberikan matriks 𝐴 ∈ ℝmax
𝑛×𝑛, nilai 𝐴+ adalah 𝐴+ = 𝐴 ⊗ 𝐴∗. 

Bukti. Diperhatikan bahwa 𝐴+ = 𝐴 ⊕ 𝐴2 ⊕ 𝐴3 ⊕ …  dan 𝐴∗ = 𝐸𝑛 ⊕ 𝐴+ . 

Dengan demikian, 

𝐴+ = 𝐴 ⊕ 𝐴2 ⊕ 𝐴3 ⊕ … 

= 𝐴 ⊗ (𝐸𝑛 ⊕ 𝐴 ⊕ 𝐴2 ⊕ 𝐴3 ⊕ …) 

= 𝐴 ⊗ (𝐸𝑛 ⊕ 𝐴+) 

= 𝐴 ⊗ 𝐴∗. ∎  

Berikut ini diberikan suatu teorema yang berkaitan dengan hubungan matriks 

𝐴+ dengan matriks pangkat 𝐴𝑘, 𝑘 = 1, 2, … , 𝑛 dengan 𝑛 adalah ordo dari matriks 

𝐴 ∈ ℝmax
𝑛×𝑛. 

Teorema 5. Jika 𝐴 ∈ ℝmax
𝑛×𝑛  sedemikian sehingga setiap sirkuit di 𝐺(𝐴) 

mempunyai bobot sirkuit rata-rata kurang dari atau sama dengan 0, maka  

𝐴+ =⊕𝑘=1
𝑛 𝐴𝑘 = 𝐴 ⊕ 𝐴2 ⊕ …⊕ 𝐴𝑛 ∈ ℝmax

𝑛×𝑛. 

Bukti. Diketahui 𝐴+ =⊕𝑘=1
∞ 𝐴𝑘 = 𝐴 ⊕ 𝐴2 ⊕ 𝐴3 ⊕ …. 

[𝐴+]𝑖𝑗 = max{[𝐴𝑘]𝑖𝑗 , 1 ≤ 𝑘 < ∞} ≥ max{[𝐴𝑘]𝑖𝑗 , 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛} .  

Karena 𝐴 matriks persegi, maka untuk seluruh lintasan di 𝐺(𝐴) dari titik 𝑗 ke titik 

𝑖 yang mempunyai panjang lebih dari atau sama dengan 𝑛 akan terdapat paling 

sedikit satu pengulangan titik. Oleh karena itu, terbentuk setidaknya satu sirkuit 

yang panjangnya tidak lebih dari 𝑛. Karena setiap sirkuit di 𝐺(𝐴) memiliki bobot 

rata-rata kurang dari atau sama dengan 0, maka maksimum bobot rata-rata sirkuit 

adalah 0. Oleh karena itu, bobot lintasan tidak akan bertambah setiap terjadi 

pengulangan titik, sehingga 

𝐴 ⊕ 𝐴2 ⊕ …⊕ 𝐴𝑛 ≥ 𝐴 ⊕ 𝐴2 ⊕ 𝐴3 ⊕ …. 

[𝐴+]𝑖𝑗 = max{[𝐴𝑘]𝑖𝑗 , 1 ≤ 𝑘 < ∞} ≤ max{[𝐴𝑘]𝑖𝑗 , 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛} .  

Selanjutnya diperoleh bahwa 

[𝐴+]𝑖𝑗 = max{[𝐴𝑘]𝑖𝑗 , 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛}. 

Jadi, terbukti bahwa 𝐴+ =⊕𝑘=1
𝑛 𝐴𝑘 = 𝐴 ⊕ 𝐴2 ⊕ …⊕ 𝐴𝑛. ∎ 

 Berdasarkan Teorema 5 diketahui bahwa  

𝐴+ = 𝐴 ⊕ 𝐴2 ⊕ …⊕ 𝐴𝑛 = 𝐴 ⊗ (𝐸𝑛 ⊕ 𝐴 ⊕ 𝐴2 ⊕ …⊕ 𝐴𝑛−1). 

Sebelumnya, diketahui bahwa 𝐴+ = 𝐴 ⊗ 𝐴∗ sehingga diperoleh 

𝐴∗ = 𝐸𝑛 ⊕ 𝐴 ⊕ 𝐴2 ⊕ …⊕ 𝐴𝑛−1.  

Selanjutnya dibahas terkait bobot rata-rata maksimum sirkuit elementer dengan 

maksimum diambil atas semua sirkuit elementer pada suatu graf. Diberikan 
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matriks 𝐴 ∈ ℝmax
𝑛×𝑛 dengan graf precedence 𝐺(𝐴). Bobot maksimum semua sirkuit 

dengan panjang 𝑘 pada 𝐺(𝐴), dapat diperoleh dengan menghitung [𝐴𝑘]𝑖𝑖 . Nilai 

dari ⊕𝑖=1
𝑛 [𝐴𝑘]𝑖𝑖 adalah maksimum dari bobot maksimum semua sirkuit dengan 

panjang 𝑘  pada 𝐺(𝐴) . Diperhatikan bahwa ⊕𝑖=1
𝑛 [𝐴𝑘]𝑖𝑖  adalah trace(𝐴𝑘) , 

sehingga trace(𝐴𝑘) menyatakan bobot maksimum sirkuit dengan panjang 𝑘 pada 

𝐺(𝐴). Dengan demikian, 
1

𝑘
 trace(𝐴𝑘) menyatakan rata-rata maksimum dari bobot 

maksimum semua sirkuit dengan panjang 𝑘  pada 𝐺(𝐴) . Apabila diambil 

maksimum dari  
1

𝑘
 trace (𝐴𝑘)  pada sirkuit dengan panjang 𝑘 ≤ 𝑛 , yaitu pada 

semua sirkuit elementer, maka diperoleh ⊕𝑘=1
𝑛 { 

1

𝑘
 trace (𝐴𝑘)} yang menyatakan 

bobot rata-rata maksimum sirkuit elementer pada 𝐺(𝐴) . Untuk selanjutnya, 

⊕𝑘=1
𝑛 { 

1

𝑘
 trace (𝐴𝑘)} dinotasikan dengan 𝜆max(𝐴) atau  

𝜆max(𝐴) = ⊕𝑘=1
𝑛 { 

1

𝑘
 trace (𝐴𝑘)}. 

Definisi 6. Diberikan 𝐴 ∈ ℝmax
𝑛×𝑛  dan himpunan semua sirkuit elementer pada 

𝐺(𝐴) yang dinotasikan dengan 𝐶(𝐴). Suatu sirkuit 𝜌 ∈ 𝐶(𝐴) disebut sirkuit kritis 

jika bobot rata-ratanya sama dengan bobot rata-rata maksimum sirkuit elementer 

pada 𝐺(𝐴). 

Definisi 7. Graf kritis dari 𝐴 ∈ ℝmax
𝑛×𝑛 terdiri dari titik-titik dan busur-busur sirkuit 

kritis pada 𝐺(𝐴) . Graf kritis dari 𝐴  dinotasikan dengan 𝐺𝑐(𝐴)  dan himpunan 

titik-titik pada 𝐺𝑐(𝐴) dinotasikan dengan 𝑉𝑐(𝐴). 

 Pembahasan selanjutnya dilakukan pada eksistensi nilai eigen pada matriks 

atas aljabar max-plus. Sebelum membahas eksistensi tersebut, terlebih dahulu 

didefinisikan nilai eigen pada matriks atas aljabar max-plus.  

Definisi 8. Diberikan 𝐴 ∈ ℝmax
𝑛×𝑛. Jika 𝜇 ∈ ℝmax adalah sebuah skalar, 𝑣̅ ∈ ℝmax

𝑛  

adalah sebuah vektor dengan 𝑣̅ ≠ ℰ̅, dan memenuhi 

𝐴 ⊗ 𝑣̅ = 𝜇 ⊗ 𝑣̅, 

maka 𝜇  disebut nilai eigen dari 𝐴  dan 𝑣̅  adalah vektor eigen dari 𝐴  yang 

bersesuaian dengan 𝜇. 

Teorema berikut menjelaskan eksistensi nilai eigen pada matriks atas aljabar max-

plus.  

Teorema 9. Diberikan 𝐴 ∈ ℝmax
𝑛×𝑛 . Suatu skalar 𝜆max(𝐴) yaitu bobot rata-rata 

maksimum sirkuit elementer pada 𝐺(𝐴), merupakan nilai eigen matriks 𝐴. 

Bukti. Diperhatikan bahwa 𝜆max(𝐴) = ⊕𝑘=1
𝑛 { 

1

𝑘
 trace (𝐴𝑘)} . Selanjutnya 

didefinisikan matriks 𝐵 = −𝜆max(𝐴) ⊗ 𝐴. Dengan demikian,  

𝜆max(𝐵) =⊕𝑘=1
𝑛 { 

1

𝑘
 trace (𝐵𝑘)} 

=⊕𝑘=1
𝑛 { 

1

𝑘
 trace ((−𝜆max(𝐴) ⊗ 𝐴)𝑘)} 
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=⊕𝑘=1
𝑛 { 

1

𝑘
 trace ((−𝜆max(𝐴))

𝑘
⊗ 𝐴𝑘)} 

=⊕𝑘=1
𝑛 {

1

𝑘
trace ((−𝜆max(𝐴))

𝑘
⊗ [

𝑎11 … 𝑎1𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 … 𝑎𝑛𝑛

])} 

=⊕𝑘=1
𝑛 {

1

𝑘
trace([

(−𝜆max(𝐴))
𝑘

⊗ 𝑎11 … (−𝜆max(𝐴))
𝑘

⊗ 𝑎1𝑛

⋮ ⋱ ⋮

(−𝜆max(𝐴))
𝑘

⊗ 𝑎𝑛1 … (−𝜆max(𝐴))
𝑘

⊗ 𝑎𝑛𝑛

])} 

=⊕𝑘=1
𝑛 {

1

𝑘
(((−𝜆max(𝐴))

𝑘
⊗ 𝑎11) ⊕ …⊕ ((−𝜆max(𝐴))

𝑘
⊗ 𝑎𝑛𝑛))} 

=⊕𝑘=1
𝑛 {

1

𝑘
((−𝜆max(𝐴))

𝑘
⊗ (𝑎11 ⊕ …⊕ 𝑎𝑛𝑛))} 

=⊕𝑘=1
𝑛 {

1

𝑘
(−𝜆max(𝐴))

𝑘
⊗

1

𝑘
trace(𝐴)𝑘} 

=⊕𝑘=1
𝑛 {−𝜆max(𝐴) ⊗ 𝜆max(𝐴)} 

=⊕𝑘=1
𝑛 {−𝜆max(𝐴) + 𝜆max(𝐴)} 

=⊕𝑘=1
𝑛 0 

= 0. 

Hal ini menunjukkan bahwa graf precedence 𝐺(𝐵) tidak memiliki sirkuit dengan 

bobot positif. Menurut Teorema 5 diperoleh bahwa 𝐵+ = 𝐵 ⊕ 𝐵2 ⊕ …⊕ 𝐵𝑛 dan 

𝐵∗ = 𝐸𝑛 ⊕ 𝐵 ⊕ 𝐵2 ⊕ …⊕ 𝐵𝑛−1 . Karena 𝜆max(𝐵) = 0 , maka terdapat  

𝑘 ∈ ℕ dengan 𝑘 ≤ 𝑛 dan suatu 𝑠 ∈ {1, 2, … , 𝑛} sehingga (𝐵𝑘)𝑠𝑠 = 0. Selanjutnya, 

karena (𝐵𝑘)𝑠𝑠 = 0 maka sirkuit elementer dengan panjang 𝑘 pada 𝐺(𝐵) dengan 

titik awal 𝑠  dan titik akhir 𝑠  merupakan sirkuit kritis. Jelas bahwa (𝐸𝑛)𝑠𝑠 = 0. 

Dari Definisi 2 diketahui bahwa  

𝐵+ = 𝐵 ⊗ 𝐵∗  

𝐵∗ = 𝐸𝑛 ⊕ 𝐵+, 

dengan (𝐵∗)𝑖𝑠 = (𝐸𝑛 ⊕ 𝐵+)𝑖𝑠 = {
ℰ ⊕ (𝐵+)𝑖𝑠 = (𝐵+)𝑖𝑠, 𝑖 ≠ 𝑠,

0 ⊕ (𝐵+)𝑖𝑠, 𝑖 = 𝑠.
 

Misalkan (𝐵+).𝑠 dan (𝐵∗).𝑠 masing-masing menyatakan entri kolom ke-𝑠 matriks 

𝐵+ dan entri kolom ke-𝑠 matriks 𝐵∗, maka diperoleh 

(𝐵+).𝑠 = (𝐵∗).𝑠 

𝐵 ⊗ (𝐵∗).𝑠 = (𝐵∗).𝑠 

−𝜆max(𝐴) ⊗ 𝐴 ⊗ (𝐵∗).𝑠 = (𝐵∗).𝑠 

𝐴 ⊗ (𝐵∗).𝑠 = 𝜆max(𝐴) ⊗ (𝐵∗).𝑠. (3.6) 

Diperoleh bahwa 𝜆max(𝐴) yaitu bobot rata-rata maksimum sirkuit elementer pada 

𝐺(𝐴), merupakan nilai eigen pada matriks 𝐴 atas aljabar max-plus. Selanjutnya 

(𝐵∗).𝑠  merupakan vektor eigen pada matriks 𝐴  atas aljabar max-plus yang 

bersesuaian dengan 𝜆max(𝐴). ∎ 

Berdasarkan Teorema 9 ini, eksistensi nilai eigen pada matriks atas aljabar 

max-plus terjamin ada karena nilai 𝜆max(𝐴) selalu ada. Selanjutnya, berdasarkan 

Teorema 9 dapat diperoleh langkah-langkah untuk menentukan nilai eigen dan 
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vektor eigen pada matriks atas aljabar max-plus. Misal diberikan 𝐴 ∈ ℝmax
𝑛×𝑛 . 

Langkah-langkah untuk menentukan nilai eigen dan vektor eigen adalah sebagai 

berikut: 

i. Menghitung 𝐴𝑘 dengan 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. 

ii. Menghitung nilai eigen dengan rumus 𝜆max(𝐴) = ⊕𝑘=1
𝑛 { 

1

𝑘
 trace (𝐴𝑘)}. 

iii. Memilih sirkuit (𝑠, 𝑠) untuk suatu 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛 yang merupakan sirkuit kritis 

dari 𝐺(𝐴). 

iv. Menghitung matriks 𝐵 = −𝜆max(𝐴) ⊗ 𝐴 dan 𝐵∗ = 𝐸𝑛 ⊕ 𝐵+. 

v. Memilih vektor eigen dari 𝐴 yang merupakan kolom ke-𝑠 dari matriks 𝐵∗. 

Berikut diberikan contoh nilai eigen dan vektor eigen dari matriks 𝐴 ∈ ℝmax
𝑛×𝑛. 

Contoh 10. 

Diberikan matriks 𝐴 ∈ ℝmax
4×4  dengan  

𝐴 = [

2 2 ℰ 3
3 ℰ ℰ 1
2
2

3
ℰ

1
4

ℰ
ℰ

]. 

Diperoleh bahwa  

𝐴2 = [

5 4
5 5
6
6

4
7

    

7 5
5 6
2
5

5
5

] , 𝐴3 = [

9 10
8 8
8
10

8
8

    

9 8
10 8
9
9

9
9

], dan 𝐴4 = [

13 12
12 13
11
12

12
12

    

12 12
12 11
13
13

11
13

]. 

Selanjutnya diperoleh  

𝜆max(𝐴) =⊕𝑘=1
4 { 

1

𝑘
 trace(𝐴𝑘)} 

= max { 
1

1
 (2),

1

2
(5),

1

3
(9),

1

4
(13)} 

= max { 2,
5

2
, 3,

13

4
} 

=
13

4
. 

Jadi, nilai eigen dari matriks 𝐴 adalah 
13

4
. Vektor eigen dari matriks 𝐴 dapat dicari 

dengan memanfaatkan matriks 𝐵, yaitu 

𝐵 = −𝜆max(𝐴) ⊗ 𝐴 = −
13

4
⊗ [

2 2 ℰ 3
3 ℰ ℰ 1
2
2

3
ℰ

1
4

ℰ
ℰ

] =

[
 
 
 
 
 
 
 −

5

4
−

5

4
ℰ −

1

4

−
1

4
ℰ ℰ −

9

4

−
5

4
−

1

4
−

9

4
ℰ

−
5

4
ℰ

3

4
ℰ ]

 
 
 
 
 
 
 

. 

Selanjutnya diperoleh  bahwa 
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𝐵2 =

[
 
 
 
 
 
 
 −

6

4
−

10

4

2

4
−

6

4

−
6

4
−

6

4
−

6

4
−

2

4

−
2

4
−

10

4
−

18

4
−

6

4

−
2

4

2

4
−

6

4
−

6

4]
 
 
 
 
 
 
 

, 𝐵3 =

[
 
 
 
 
 
 
 −

3

4

1

4
−

3

4
−

7

4

−
7

4
−

7

4

1

4
−

7

4

−
7

4
−

7

4
−

3

4
−

3

4
1

4
−

7

4
−

3

4
−

3

4]
 
 
 
 
 
 
 

, 

𝐵∗ =

[
 
 
 
 
 
 
 0

1

4

2

4
−

1

4

−
1

4
0

1

4
−

2

4

−
2

4
−

1

4
0 −

3

4
1

4

2

4

3

4
0 ]

 
 
 
 
 
 
 

. 

Karena sirkuit kritisnya adalah sirkuit (1, 1), (2, 2), (3, 3) , dan (4, 4) . Dengan 

demikian, vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen 𝜆max(𝐴) =
13

4
 adalah  

[
 
 
 
 
 

0

−
1

4

−
2

4
1

4 ]
 
 
 
 
 

,

[
 
 
 
 
 

1

4

0

−
1

4
2

4 ]
 
 
 
 
 

,

[
 
 
 
 
 
2

4
1

4

0
3

4]
 
 
 
 
 

, dan 

[
 
 
 
 
 −

1

4

−
2

4

−
3

4

0 ]
 
 
 
 
 

. 

 

4. KESIMPULAN 
 

Pendefinisian nilai eigen pada aljabar max-plus dapat dilakukan secara analog 

dengan pendefinisian nilai eigen pada aljabar linier. Penentuan nilai eigen pada 

matriks atas aljabar max-plus tidak dapat dilakukan dengan persamaan 

karakteristik seperti halnya pada aljabar linier. Penentuan eksistensi nilai eigen 

pada matriks atas aljabar max-plus dilakukan dengan memanfaatkan konsep bobot 

rata-rata maksimum dari suatu sirkuit dari graf precedence matriks atas aljabar 

max-plus. Apabila diberikan matriks atas aljabar max-plus 𝐴  maka 𝜆max(𝐴) =

 ⊕𝑘=1
𝑛 { 

1

𝑘
 trace (𝐴𝑘)}  selalu merupakan nilai eigen dari matriks 𝐴 . Untuk 

selanjutnya, vektor eigen yang bersesuian dengan 𝜆max(𝐴)  dapat ditentukan 

dengan memanfaatkan konsep sirkuit kritis pada graf precedence 𝐺(𝐴) . 

Selanjutnya penulis memberikan saran untuk penelitian selanjutnya dibahas 

terkait sifat-sifat nilai eigen dan vektor eigen pada matriks atas aljabar max-plus. 
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