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Abstrak.

Misalkan L aljabar Lie general linier gl(n,C) atau aljabar Lie spesial linier sl(n,C). Pemetaan

bijektif f pada L dikatakan mengawetkan solvabilitas di dua arah jika f dan f−1 memetakan

setiap subaljabar Lie solvabel di L ke suatu subaljabar Lie solvabel di L. Tujuan penelitian

ini adalah untuk menunjukkan contoh pemetaan linier bijektif dan karakterisasi pemetaan bi-

jektif tanpa syarat linier yang mengawetkan solvabilitas. Terlebih dahulu dibuktikan bahwa

pemetaan transposisi dan pemetaan similaritas merupakan contoh pemetaan linier bijektif yang

mengawetkan solvabilitas. Selanjutnya menggunakan Teorema Lie ditunjukkan bahwa karak-

terisasi pemetaan bijektif tanpa syarat linier yang mengawetkan solvabilitas dapat diseder-

hanakan menjadi karakterisasi pemetaan bijektif pada Mn(C) yang mengawetkan triangular-

isabilitas matriks atau pasangan matriks dua arah, dengan Mn(C) dipandang sebagai aljabar

matriks kompleks ukuran n× n.

Kata Kunci:
Aljabar Lie general linier, aljabar Lie spesial linier, pemetaan bijektif, pengawetan, subaljabar

Lie solvabel

PENDAHULUAN

Suatu pemetaan bijektif f di suatu aljabar lie L dikatakan mengawetkan solvabilitas
dua arah jika untuk setiap subaljabar Lie solvabel M ⊂ L terdapat subaljabar Lie
solvabel L1, L2 ⊂ L sedemikian sehingga f(M) ⊂ L1 dan f−1(M) ⊂ L2. Subaljabar Lie
solvabel adalah subaljabar yang dapat diasosiasikan dengan suatu deret turunan yang
stasioner.

Penelitian mengenai turunan aljabar Lie solvabel (sekaligus nilpoten) dapat dite-
mukan di [1]. Oleh [2], diperoleh derajat nilpotensi dari suatu nilradikal aljabar Lie solv-
abel untuk dua pembangun dengan kondisi tertentu. Penyelidikan mengenai karakterisasi
pemetaan bijektif tanpa syarat linier yang mengawetkan solvabilitas dapat dilakukan
dengan mencermati masalah karakterisasi pemetaan bijektif pada aljabar matriks kom-
pleks yang mengawetkan triangularisabilitas matriks atau pasangan matriks dua arah.
Penelitian representasi matriks segitiga atas untuk aljabar Lie solvabel dilakukan oleh
[3]. Adapun proses mengaplikasikan teori matriks untuk mengklasifikasikan aljabar Lie
solvabel untuk bilangan ril dikerjakan oleh [4].
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Penelitian ini bertujuan untuk menyelidiki pemetaan-pemetaan bijektif yang men-
gawetkan solvabilitas dua arah di aljabar matriks Mn(C). Sebagai batasan, pemetaan
pada kasus ini dibatasi hanya pemetaan pada aljabar Lie general linier gl(nC) atau al-
jabar Lie spesial linier sl(n,C). Terlebih dahulu ditunjukkan contoh pemetaan linier
bijektif yang mengawetkan solvabilitas di gl(n,C) beserta pembuktian Matematis, ke-
mudian dengan studi literatur ditunjukkan bahwa Teorema Lie dapat digunakan untuk
menyederhanakan karakterisasi pemetaan bijektif tanpa syarat linier yang mengawetkan
solvabilitas [5].

LANDASAN TEORI

Definisi 1. Aljabar Lie atas suatu lapangan F adalah ruang vektor L atas F bersama
pergandaan non-asosiatif

[−,−] : L× L −→ L

yang disebut Bracket Lie dan memenuhi aksioma:

(i) Bilinearitas
[αX + βY, Z] = α[X,Z] + β[Y, Z] dan [X,αY + βZ] = α[X,Z] + β[Y, Z] untuk
setiap α, β ∈ F dan X, Y ∈ L.

(ii) Alternativitas
[X,X] = 0 untuk setiap X ∈ L.

(iii) Identitas Jacobi
[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] = 0 untuk setiap X, Y ∈ L

(iv) Anti Komutativitas [X, Y ] = −[Y,X] untuk setiap X, Y ∈ L

Bracket Lie [X, Y ] disebut juga sebagai komutator dari X dan Y . Suatu aljabar Lie
L dikatakan abelian jika untuk setiap X, Y ∈ L berlaku [X, Y ] = [Y,X]. Misal diberikan
himpunan semua matriks persegi ukuran n × n atas lapangan bilangan kompleks C,
dinotasikan dengan Mn(C). Himpunan Mn(C) merupakan ruang vektor atas lapangan
C. Matriks-matriks yang termuat di dalam Mn(C) diidentifikasi dengan operator linier
yang beraksi pada Cn. Misalkan Mn(C) dilengkapi oleh Bracket Lie [−,−] yang didefin-
isikan sebagai [A,B] = AB − BA untuk setiap A,B ∈ Mn(C), maka Mn(C) dapat
dipandang sebagai aljabar Lie general linier, dan dinotasikan dengan gl(n,C). Misalkan
sl(n,C) menotasikan himpunan semua matriks dengan trace bernilai nol, maka sl(n,C)
membentuk subhimpunan di dalam gl(n,C) dan dipandang sebagai aljabar Lie spesial
linier [6].

Misalkan L suatu aljabar Lie. Subruang S dari L disebut subaljabar dari L jika
untuk setiap X, Y ∈ S memenuhi [X, Y ] ∈ S. Lebih lanjut, jika berlaku [Z,X] ∈ S
untuk setiap Z ∈ L maka S disebut sebagai ideal dari L.

Aljabar Lie turunan L(1) dari L adalah ideal [L,L] yang dibangun oleh semua [X, Y ],
dengan X, Y ∈ L. Untuk setiap aljabar Lie L, didefinisikan deret turunan L ⊃ L(1) ⊃
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L(2) = (L(1))(1) ⊃ · · · . Aljabar Lie dikatakan solvabel jika terdapat bilangan bulat posi-
tif r sedemikian sehingga L(r) = {0}. Dengan kata lain, deret turunan tersebut bersifat
stasioner [5].

HASIL DAN PEMBAHASAN
1. Pemetaan Linier Bijektif yang Mengawetkan Solvabilitas

Pada bagian ini ditunjukkan pembuktian bahwa pemetaan transposisi dan pemetaan
similaritas merupakan contoh pemetaan linier bijektif pada aljabar Lie gl(n,C) yang
mengawetkan solvabilitas dua arah.

Transposisi
Misalkan ψ suatu pengaitan di gl(n,C) dengan definisi

ψ : gl(n,C) −→ gl(n,C)

A 7−→ At, ∀A ∈ gl(n,C)

Ditunjukkan bahwa ψ pemetaan linier bijektif.

a. Diambil sebarang A,B ∈ gl(n,C) sedemikian sehingga A = B. Ditunjukkan bahwa
ψ(A) = ψ(B). Misalkan A = [aij] dan B = [bij]. Karena A = B, diperoleh [aij] = [bij]
untuk setiap i, j = 1, 2, . . . , n sehingga berlaku pula [aji] = [bji]. Dengan kata lain,
At = Bt atau ψ(A) = ψ(B). Jadi, ψ merupakan pemetaan tertutup yang well-defined.

b. Diambil sebarang A,B ∈ gl(n,C) dan sebarang α ∈ C. Diperhatikan bahwa A,B
masing-masing merupakan matriks persegi ukuran n × n atas bilangan kompleks.
Misalkan A = [aij] dan B = [bij], diperoleh

ψ(A+B) = ψ([aij] + [bij]) = ψ([aij + bij])

= ψ([(a+ b)ij]) = ([(a+ b)ij])
t

= ([(a+ b)ji]) = [aji + bji]

= [aji] + [bji] = At +Bt

= ψ(A) + ψ(B)

dan

ψ(αA) = ψ(α[aij]) = ψ([αaij]) = ([αaij])
t

= [αaji] = α[aji] = αAt

= αψ(A)

sehingga terbukti bahwa ψ merupakan pemetaan linier.

c. Diambil sebarang A,B ∈ gl(n,C) sedemikian sehingga ψ(A) = ψ(B), yang berarti
At = Bt. Diperoleh [aji] = [bji] untuk setiap i, j = 1, 2, . . . , n, yang berarti [aij] = [bij]
atau A = B. Dengan kata lain, ψ pemetaan injektif. Selanjutnya diambil sebarang
B ∈ gl(n,C), dapat dipilih A = Bt ∈ gl(n,C) sedemikian sehingga ψ(A) = At =
(Bt)t = B. Dengan kata lain, ψ surjektif. Jadi, terbukti ψ pemetaan bijektif.
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Dari pembuktian di atas, dapat disimpulkan bahwa transposisi ψ merupakan pemetaan
linier yang bijektif. Selanjutnya ditunjukkan bahwa ψ mengawetkan solvabilitas dua
arah.

Misalkan M sebarang subaljabar Lie solvabel di gl(n,C). Berarti terdapat bilangan
bulat positif r sedemikian sehingga M (r) = {0}. Diambil sebarang A ∈ ψ(M). Berarti
terdapat suatu matriks persegi B ∈ M sedemikian sehingga A = ψ(B) = Bt. Karena
B ∈M dan M subaljabar Lie solvabel, berarti [B,C]r = 0 untuk C ∈M . Diperhatikan
bahwa ([B,C])t = (BC − CB)t = CtBt −BtCt = [Ct, Bt] dan

([B,C]2)t = ((BC − CB)(BC − CB))t

= (BC(BC − CB)− CB(BC − CB))t

= (BCBC −BCCB − CBBC + CBCB)t

= (BCBC)t − (BCCB)t − (CBBC)t + (CBCB)t

= CtBtCtBt −BtCtCtBt − CtBtBtCt +BtCtBtCt

= CtBtCtBt − CtBtBtCt −BtCtCtBt +BtCtBtCt

= CtBt(CtBt −BtCt)−BtCt(CtBt −BtCt)

= (CtBt −BtCt)(CtBt −BtCt)

= [Ct, Bt]2.

Dengan induksi Matematika, dapat ditunjukkan bahwa untuk sebarang bilangan asli n,
berlaku

([B,C]n)t = ([B,C] [B,C] · · · [B,C])t

= ([B,C])t ([B,C])t · · · ([B,C])t

= [Ct, Bt] [Ct, Bt] · · · [Ct, Bt]

= [Ct, Bt]n.

Berarti untuk bilangan bulat positif r diperoleh

[Ct, A]r = [Ct, Bt]r = ([B,C]r)t = 0t = 0.

Dengan demikian, A juga termuat di dalam suatu subaljabar Lie solvabel. Berarti ψ
mengawetkan solvabilitas. Secara analog, ditunjukkan pula bahwa invers pemetaan ψ
juga mengawetkan solvabilitas. Diambil sebarang A ∈ ψ−1(M). Hal ini artinya, terdapat
B ∈ ψ(M) sedemikian sehingga B = ψ(A), dengan A ∈ M . Karena M solvabel dan
ψ mengawetkan solvabilitas, berarti hasil peta ψ(A) = B juga termuat di dalam suatu
subaljabar Lie solvabel di gl(n,C).

Oleh karena itu, terbukti bahwa transposisi ψ merupakan pemetaan linier bijektif
yang mengawetkan solvabilitas dua arah di aljabar Lie gl(n,C).

Similaritas
Misalkan ϕ pengaitan pada gl(n,C) dengan definisi

ϕ : gl(n,C) −→ gl(n,C)

A 7−→ TAT−1
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untuk setiap matriks A ∈ gl(n,C) dan suatu matriks T invertibel ukuran n× n. Mula-
mula ditunjukkan bahwa ϕ pemetaan linier bijektif.

a. Diambil sebarang A,B ∈ gl(n,C) sedemikian sehingga A = B. Ditunjukkan bahwa
ϕ(A) = ϕ(B). Karena A = B, jelas bahwa untuk suatu matriks invertibel T ukuran
n× n berlaku

TAT−1 = TBT−1.

Jadi, ψ merupakan pemetaan tertutup yang well-defined.

b. Diambil sebarang A,B ∈ gl(n,C) dan sebarang α ∈ C. Diperhatikan bahwa A,B
masing-masing merupakan matriks persegi ukuran n × n atas bilangan kompleks.
Untuk suatu matriks invertibel T , diperoleh

ϕ(A+B) = T (A+B)T−1

= (TA+ TB)T−1

= TAT−1 + TBT−1

= ϕ(A) + ϕ(B)

dan
ϕ(αA) = T (αA)T−1 = α(TAT−1) = αϕ(A)

sehingga terbukti bahwa ψ merupakan pemetaan linier.

c. Diambil sebarang A,B ∈ gl(n,C) sedemikian sehingga ϕ(A) = ϕ(B). Untuk suatu
matriks invertibel T ukuran n× n diperoleh

ϕ(A) = ϕ(B)

TAT−1 = TBT−1

(TAT−1)T = (TBT−1)T

TA(T−1T ) = TB(T−1T )

TA = TB

T−1(TA) = T−1(TB)

(T−1T )A = (T−1T )B

A = B.

Dengan kata lain, ϕ pemetaan injektif. Selanjutnya diambil sebarang B ∈ gl(n,C).
Misalkan T suatu matriks invertibel ukuran n × n, didefinisikan A = T−1BT . Jelas
bahwa A ∈ gl(n,C), diperoleh

ϕ(A) = TAT−1

= T (T−1BT )T−1

= (TT−1)B(TT−1)

= B

Dengan kata lain, ϕ surjektif. Jadi, terbukti ϕ pemetaan bijektif.
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Dari pembuktian di atas, dapat disimpulkan bahwa similaritas ψ merupakan pemetaan
linier yang bijektif. Selanjutnya ditunjukkan pula bahwa ψ mengawetkan solvabilitas
dua arah.

Misalkan M sebarang subaljabar Lie solvabel di gl(n,C). Karena M solvabel, ter-
dapat bilangan bulat positif r sedemikian sehingga M (r) = {0}. Diambil sebarang
A ∈ ϕ(M). Berarti terdapat suatu matriks persegi B ∈ M sedemikian sehingga
A = ϕ(B) = TBT−1, dengan T matriks invertibel ukuran n × n. Karena B ∈ M
dan M subaljabar Lie solvabel, berarti [B,C]r = 0 untuk C ∈M . Diperhatikan bahwa

[TBT−1, TCT−1] = (TBT−1)(TCT−1)− (TCT−1)(TBT−1)

= TB(T−1T )CT−1 − TC(T−1T )BT−1

= TBCT−1 − TCBT−1

= T (BCT−1 − CBT−1)

= T (BC − CB)T−1

= T [B,C]T−1.

Untuk bilangan bulat positif r, didapat

[A, TCT−1]r = [TBT−1, TCT−1]r

= [TBT−1, TCT−1] [TBT−1, TCT−1] · · · [TBT−1, TCT−1]

= (T [B,C]T−1) (T [B,C]T−1) · · · (T [B,C]T−1)

= (T [B,C]T−1)r

= T r[B,C]r(T−1)r

= T r 0 (T−1)r

= 0

Dengan demikian, A juga termuat di dalam suatu subaljabar Lie solvabel. Diperoleh
ϕ mengawetkan solvabilitas. Secara analog, ditunjukkan pula bahwa invers pemetaan
ϕ juga mengawetkan solvabilitas. Diambil sebarang A ∈ ϕ−1(M). Dari sini berarti
terdapat B ∈ ϕ(M) sedemikian sehingga B = ϕ(A), dengan A ∈ M . Karena M
solvabel dan ϕ mengawetkan solvabilitas, berarti hasil peta ϕ(A) = B juga termuat di
dalam suatu subaljabar Lie solvabel di gl(n,C).

Oleh karena itu, terbukti bahwa pemetaan similaritas ϕ merupakan pemetaan linier
bijektif yang mengawetkan solvabilitas dua arah di aljabar Lie gl(n,C).

2. Pemetaan Bijektif Tanpa Syarat Linier yang Mengawetkan Solvabilitas

Pada bagian ini, diberikan paparan mengenai pemetaan bijektif tanpa syarat lin-
ier yang mengawetkan solvabilitas. Misalkan f : C −→ C sebarang automorfisma di
lapangan bilangan kompleks. Diperhatikan kembali bahwa elemen identitas perkalian
dan konjugat kompleks merupakan satu-satunya automorfisma kontinu di C. Pemetaan
A = [aij] 7−→ [f(aij)] merupakan automorfisma ring di Mn(C). Lebih lanjut, pemetaan
tersebut bijektif di gl(n,C) dan mengawetkan solvabilitas dua arah.
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Berdasarkan Teorema Lie [7], setiap subaljabar Lie solvabel di gl(n,C) ekuivalen
dengan suatu subaljabar matriks segitiga. Dengan kata lain, subaljabar Lie L ⊂ gl(n,C)
solvabel jika dan hanya jika terdapat suatu rantai segitiga dari subruang-subruang untuk
L. Subruang invarian di L adalah subruang yang invarian terhadap setiap elemen di
L. Diperhatikan bahwa dua buah matriks A dan B dikatakan latis-equal, dinotasikan
dengan A ∼ B, jika kedua matriks tersebut memiliki latis subruang invarian yang tepat
sama.

Teorema Lie menyatakan bahwa suatu pemetaan bijektif τ : gl(n,C) −→ C yang
memenuhi relasi τ(A) ∼ A, dengan A ∈ gl(n,C), mengawetkan solvabilitas dua arah.
Pemetaan tersebut merupakan sebarang permutasi pada setiap kelas-kelas ekuivalensi
yang terbentuk oleh relasi ∼. Pada penulisan ini, pemetaan-pemetaan bijektif yang
memenuhi kondisi tersebut disebut pengawetan latis. Oleh [5], ditunjukkan bahwa setiap
pemetaan bijektif pada gl(n,C) yang mengawetkan solvabilitas dua arah merupakan
komposisi dari pengawetan-pengawetan latis, untuk n ≥ 3.

Suatu pemetaan bijektif f : Mn(C) −→ Mn(C) dikatakan mengawetkan triangu-
larisabilitas pasangan matriks di dua arah jika untuk setiap A,B ∈ Mn(C) himpunan
{A,B} bersifat triangularisabel secara bersamaan (atau similar dengan matriks segitiga)
jika dan hanya jika himpunan {f(A), f(B)} juga triangularisabel. Konsep triangularis-
abilitas dapat pula dipandang sebagai pendekatan komutativitas [8]. Diberikan teorema
dan akibat berikut [5].

Teorema 2. Misalkan f : Mn(C) −→Mn(C) pemetaan bijektif. Pernyataan-pernyataan
berikut saling ekuivalen:

(i) Pemetaan f mengawetkan solvabilitas dua arah.

(ii) Pemetaan f mengawetkan triangularisabilitas dua arah.

Bukti. (i) ⇒ (ii). Mula-mula diasumsikan f mengawetkan solvabilitas dua arah. Mis-
alkan S ⊂ Mn(C) suatu subset yang memuat matrik-matriks triangularisabel. Berarti
terdapat suatu matriks invertibel T sedemikian sehingga S ⊂ TTnT

−1, dengan Tn meno-
tasikan aljabar segitiga atas penuh. Karena TTnT

−1 subaljabar Lie solvabel di gl(n,C),
berarti image dari pemetaan f haruslah termuat pula di suatu subaljabar Lie solvabel.
Berdasarkan Teorema Lie, subaljabar Lie solvabel tersebut haruslah triangularisabel.
Oleh karena itu, f(S) mengawetkan triangularisabilitas. Secara sama, diperoleh f−1(S)
mengawetkan triangularisabilitas.

(ii) ⇒ (i). Untuk arah sebaliknya, misal diasumsikan bahwa f mengawetkan trian-
gularisabilitas di dua arah. Misalkan M subaljabar Lie solvabel di gl(n,C). Menurut
Teorema Lie, M triangularisabel. Berdasarkan hipotesis bahwa f mengawetkan triangu-
larisabilitas di dua arah, berarti f(M) dan f−1(M) triangularisabel. Dengan demikian,
terdapat suatu matriks invertibel T, S ∈ Mn(C) sedemikian sehingga f(M) ⊂ TTnT

−1

dan f−1(M) ⊂ STnS
−1. Oleh karena itu, f mengawetkan solvabilitas di dua arah. �
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Teorema 3. Untuk suatu matriks A ∈ Mn(C), pernyataan-pernyataan berikut saling
ekuivalen:

(i) A = λI +N , untuk suatu skalar λ ∈ C dan matriks nilpoten N dengan Nn+1 6= 0.

(ii) Jika untuk sebarang B,C ∈Mn(C), pasangan matriks {A,B} dan {A,C} keduanya
triangularisabel, maka {B,C} juga triangularisabel.

Bukti. (i) ⇒ (ii). Diperhatikan bahwa rantai triangularisabilitas matriks A tunggal,
sehingga berlaku pula pada setiap pasangan matriks {A,B} yang triangularisabel. Oleh
karena itu, pernyataan pertama mengakibatkan pernyataan kedua.

(ii) ⇒ (i). Andaikan matriks A tidak memenuhi bentuk berupa λI + N , berarti
A memiliki setidaknya dua nilai eigen, atau satu nilai eigen dengan multiplisitas ge-
ometri minimal dua. Untuk kedua kasus tersebut, setelah dikenakan similaritas, maka
diasumsikan

A =



λ1 0 ∗ ∗ · · · ∗
0 λ1 ∗ ∗ · · · ∗
0 0 ∗ ∗ · · · ∗
0 0 0 ∗ · · · ∗
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 · · · ∗


Diambil sebarang matriks B dan C dengan

B =



0 1 0 0 · · · 0
0 0 1 0 · · · 0
0 0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 · · · 1
0 0 0 0 · · · 0


dan C =



0 0 0 0 · · · 0
1 0 0 0 · · · 0
0 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 · · · 0
0 0 0 0 · · · 0


Selanjutnya diperoleh bahwa pasangan {A,B} dan {A,C} triangularisabel, yaitu dengan
menyelidiki sudut kiri atas ukuran 2 × 2 dari A dan C membentuk pasangan triangu-
larisabel. Akan tetapi karena rantai triangularisabilitas dari B adalah tunggal, berarti
pasangan matriks {B,C} tidak triangularisabel. Hal ini kontradiksi dengan kondisi yang
diketahui yaitu bahwa jika {A,B} dan {B,C} triangularisabel, maka pasangan {B,C}
seharusnya triangularisabel. Oleh karena itu, pengandaian salah dan harus diingkar.
Berarti A memiliki bentuk λI +N . �

Akibat 4. Misalkan f : Mn(C) −→ Mn(C) suatu pemetaan bijektif. Pernyataan-
pernyataan berikut saling ekuivalen:

(i) Pemetaan f mengawetkan triangularisabilitas di dua arah.

(ii) Pemetaan f mengawetkan triangularisabilitas pasangan matriks di dua arah.
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Bukti. (i) ⇒ (ii). Diasumsikan pemetaan f : Mn(C) −→ Mn(C) adalah pemetaan
bijektif yang mengawetkan triangularisabilitas di dua arah, berarti berlaku pula untuk
triangularisabilitas pasangan matriks di dua arah sehingga pernyataan pertama men-
gakibatkan pernyataan kedua.

(ii)⇒ (i). Untuk arah sebaliknya, diasumsikan f : Mn(C) −→Mn(C) mengawetkan
triangularisabilitas pasangan matriks di dua arah. Misalkan S ⊂ Mn(C) adalah suatu
subaljabar. Karena f maupun f−1 memiliki sifat yang sama, berarti cukup ditunjukkan
bahwa triangularisabilitas di S menghasilkan triangularisabilitas f(S). Misalkan S trian-
gularisabel dan adjoin untuk S adalah suatu nilpoten N dari nilindeks maksimal, yang
jika diperlukan, memenuhi syarat sedemikian sehingga himpunan yang diperbesar ini
juga masih triangularisabel. Diperhatikan bahwa image f dari himpunan yang diperbe-
sar tersebut memiliki sifat bahwa setiap pasangan di dalamnya triangularisabel dan
memuat f(N). Berdasarkan asumsi keawetan dan Lemma 3, setiap pasangan matriks di
himpunan tersebut memiliki rantai triangularisabilitas tunggal. Dengan demikian, f(S)
triangularisabel.
�

Diperoleh syarat perlu dan cukup suatu pemetaan bijektif di Mn(C) mengawetkan
solvabilitas, yaitu apabila pemetaan tersebut mengawetkan triangularisabilitas atau men-
gawetkan triangularisabilitas pasangan matriks di dua arah. Selanjutnya diberikan
proposisi yang menunjukkan hubungan antara pengawetan triangularisabilitas dengan
diagonalisasi.

Proposisi 5. Misalkan f : Mn(C) −→ Mn(C) pemetaan bijektif yang mengawetkan
triangularisabilitas pasangan matriks di dua arah. Misalkan D menotasikan himpunan
bagian dari Mn(C) yang memuat semua matriks yang dapat didiagonalkan (terdiagonal),
maka berlaku:

(i) f(D) = D, dan

(ii) Jika A dan B matriks yang dapat didiagonalkan (terdiagonal), maka A dan B ko-
mut jika dan hanya jika f(A) dan f(B) komut.

Bukti. Telah dibuktikan bahwa f mengawetkan koleksi himpunan-himpunan triangular-
isabel di dua arah. Secara khusus, pemetaan f menginduksi suatu korespondesi bijektif
pada koleksi semua himpunan triangularisabel maksimal, yaitu himpunan matriks yang
similar dengan Tn. Untuk sebarang himpunan triangularisabel ε, didefinisikan Cε sebagai
himpunan semua rantai triangularisabilitas untuk ε.

Mula-mula diselidiki bahwa untuk setiap ε, Cε, dan Cf(ε) yang triangularisabel, memi-
liki kardinalitas yang sama. Hal ini didapat dari fakta bahwa kardinalitas Cε serupa
dengan kardinalitas koleksi himpunan triangularisabel maksimal yang memuat ε.

Selanjutnya diselidiki bahwa matriks A memiliki sebanyak n nilai eigen yang berbeda
jika dan hanya jika C{A} memiliki tepat n! anggota. Karena setiap subruang invarian dari
matriks terdiagonal A dengan nilai eigen berbeda merupakan hasil tambah langsung dari
suatu ruang eigen, berarti berlaku sedemikian sehingga suatu operator memiliki tepat
n! rantai triangularisabilitas. Untuk menunjukkan arah sebaliknya, diselidiki bahwa

Copyright © 2022, Basis, Online ISSN 2962-6013



BASIS, 1 (1), 2022 - 104
Qonita Qurrota A’yun, Hardina Sandariria, Sri Wigantono

sebarang matriks A yang mempunyai ruang eigen berdimensi minimal 2, maka C{A}
mempunyai kardinalitas tak terhingga. Oleh karena itu, diasumsikan bahwa bentuk
kanonik Jordan dari A memiliki tepat satu sel yang berkorespondensi dengan setiap nilai
eigen. Misalkan A mempunyai bentuk Jordan berupa A1⊕A2⊕ · · · ⊕Ak, dengan setiap
Aj merupakan suatu sel Jordan λjI +Nj yang beraksi pada suatu subruang Vj. Diingat
bahwa setiap subruang invarian dari A dapat dinyatakan sebagai W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wk

dengan Wj ⊂ Vj untuk setiap j = 1, 2, . . . , k merupakan kernel dari suatu nilpoten
berpangkat (Aj − λjI). Dari sini, maka kardinalitas C{A} kurang dari n! jika sel Jordan
dari A tidak berukuran 1× 1.

Diperhatikan bahwa dua matriks terdiagonal komut jika dan hanya jika matriks-
matriks tersebut terdiagonal secara bersamaan. Karena sebarang komposisi dari f den-
gan suatu transformasi similaritas memenuhi asumsi, cukup ditunjukkan bahwa him-
punan ∆n dari semua matriks diagonal dipetakan pada S∆nS

−1 untuk suatu matriks
invertibel S. Misalkan D0 suatu anggota fixed dari ∆n dengan n nilai eigen berbeda.
Diperhatikan bahwa C∆n = C{D0}. Berdasarkan yang sudah dibuktikan sebelumnya,
diperoleh bahwa f(D0) memiliki n nilai eigen berbeda. Tanpa mengurangi perumuman,
diasumsikan bahwa f(D0) diagonal. Untuk setiap rantai triangularisabilitas D0, terda-
pat suatu korespondensi dengan aljabar segitiga penuh dengan rantai subruang invarian,
dan irisannya adalah ∆n. Image pemetaan f dari aljabar segitiga tersebut adalah n! al-
jabar segitiga penuh yang memuat f(D0). Karena f(D0) memiliki nilai eigen berbeda,
irisan tersebut haruslah merupakan ∆n. �

text
PENUTUP

Pemetaan transposisi dan similaritas merupakan contoh pemetaan linier bijektif yang
mengawetkan solvabilitas di aljabar Lie L dengan L merupakan aljabar Lie general linier
atau aljabar Lie spesial linier. Kriteria pemetaan bijektif tanpa syarat linier pada al-
jabar matriks kompleks persegi yang mengawetkan solvabilitas dapat ditinjau dari sifat
pengawetan triangularisabilitas matriks dan pasangan matriks di dua arah.
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