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Abstrak

Pada penelitian ini telah dibahas analisis pengaruh model predator-prey dengan struktur usia.
Analisis dinamik yang dilakukan meliputi penentuan titik kesetimbangan, syarat eksistensi titik
kesetimbangan, analisis kestabilan lokal dan kestabilan global titik kesetimbangan dan simulasi
numerik kestabilan titik kesetimbangan. Hasil analisis dinamik menunjukkan bahwa model
memiliki empat titik kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan trivial bersifat tidak stabil, titik
kesetimbangan ketika populasi predator punah bersifat stabil asimtotik lokal, titik kesetimbangan
ketika populasi prey punah bersifat stabil asimtotik lokal dan titik kesetimbangan ketika predator-
prey hidup berdampingan bersifat stabil asimtotik lokal. Kemudian hasil simulasi numerik
mendukung hasil analisis dinamik yang dilakukan, yaitu setiap orbit solusi nilai awal menuju ke
masing titik kesetimbangan.

Kata kunci:
Analisis kestabilan, kanibalisme, model predator-prey, titik kesetimbangan.

PENDAHULUAN

Ekologi merupakan cabang ilmu biologi yang mempelajari hubungan antara
manusia, hewan, tumbuhan dan mahluk hidup lainnya dengan lingkungannya [1].
Makhluk hidup di bumi ini sangat beragam, terdiri dari berbagai spesies yang hidup
bersama dan membentuk populasi [2]. Organisme disebut individu, dan populasi adalah
kumpulan individu serupa yang berinteraksi pada tempat dan waktu yang sama. Populasi
yang berbeda dari spesies yang berbeda yang hidup bersama disebut komunitas.
Kelompok yang memiliki karakteristik tertentu dan terdiri dari beberapa komunitas yang
berbeda dikenal dengan ekosistem [1].

Ekosistem terdiri dari semua organisme yang hidup dalam komunitas yang sama
dan juga semua faktor-faktor abiotik yang berinteraksi dengan organisme tersebut. Salah
satu interaksi antar populasi dalam ekosistem adalah predasi, yaitu hubungan prey dan
predator. Hubungan ini sangat erat karena tanpa prey, predator tidak dapat bertahan
hidup karena tidak ada sumber makanan [3].
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Predasi adalah bentuk interaksi antara organisme yang memakan organisme
lainnya pada suatu tempat tertentu. Secara matematika, suatu bentuk interaksi predasi
dimodelkan sebagai model predator-prey. Model predator-prey adalah model matematika
yang mengasumsikan bahwa ada interaksi predasi antara predator sebagai organisme
pemangsa dan prey sebagai organisme yang dimangsa [4].

Peristiwa interaksi predator-prey dapat disajikan secara matematis menggunakan
model matematika. Model matematika biasanya digunakan untuk menganalisis interaksi
antar kelompok. Objek yang diamati adalah jumlah dari dua populasi yang bertambah
setiap waktu. Secara matematika ini disebut model predator-prey yang diperkenalkan
oleh Lotka dan Voltera pada tahun 1926. Interaksi antara prey dan predator akan
mempengaruhi perkembangan kedua populasi tersebut. Model matematika yang
digunakan adalah sistem Persamaan diferensial biasa, yang berfungsi untuk mengamati
perubahan jumlah individu pada setiap populasi dari waktu ke waktu [5].

Pertemuan antara dua predator yang memiliki perbedaan rasa lapar dan perbedaan
ukuran dapat menyebabkan peristiwa unik. Peristiwa unik tersebut adalah kanibalisme.
Individu yang sangat lapar cenderung lebih agresif dan kanibal [6]. Kanibalisme adalah
proses membunuh dan memakan individu dari spesies yang sama [7]. Secara biologis,
kanibalisme digunakan sebagai pengendali populasi untuk mencegah perkembangbiakan
yang berlebihan [8].

Kajian mengenai model predator-prey telah banyak dibahas oleh para peneliti. [9]
mengkaji model predator-prey stage-structured dengan kanibalisme pada prey. [10]
mengkaji analisis dinamik model predator-prey dengan kanibalisme pada prey. [7]
mengkaji analisis dinamik model predator-prey stage-structured dengan kanibalisme
pada predator. Berbeda dari penelitian sebelumnya, [11] mengkaji dampak kanibalisme
pada dinamika model predator-prey dengan mempertimbangkan efek dari tingkat
serangan kanibalisme dan manfaat kanibal yang sesuai dengan dinamika model.

Berdasarkan uraian di atas penulis tertarik mengkaji model yang ditulis oleh [11].
Model matematika yang dikaji terdiri dari tiga persamaan, yaitu laju pertumbuhan
populasi predator dewasa, laju pertumbuhan populasi predator muda dan laju
pertumbuhan populasi prey. Berdasarkan model tersebut dilakukan analisis kestabilan
titik kesetimbangan dengan mentukan titik kesetimbangan model dan menagnalisis jenis
kesetimbangan titik kesetimbangan model. Simulasi numerik dilakukan untuk
menunjukkan hasil analisi kestabilan yang telah diperoleh.

LANDASAN TEORI

1.  Sistem Dinamik
Sistem dinamik adalah sistem yang dapat diketahui jika kondisi diberikan, kondisi
masa depan di masa sekarang atau di masa lalu. Sistem dinamik dalam penerapannya
dibagi menjadi dua jenis, yaitu sistem dinamik diskrit dan sistem dinamik kontinu. Sistem
dinamik kontinu dinyatakan sebagai Persamaan diferensial biasa, secara umum dapat

ditulis [12]
dx

E = (J_C)t),J_C) € Rn

(1)

2. Sistem Autonomous
Sistem autonomous adalah sistem Persamaan diferensial biasa yang berbentuk,

dx
I =F(x,y,2),
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dy (2)
i G(x,y,2),
dZ_H( )
dt_ x;y,Z;

dimana F, G dan H tidak bergantung secara eksplisit pada variabel tak bebas t [13].
Definisi 1. [14] Titik Kesetimbangan Sistem Autonomous

Titik X* = (x*,y* z*) disebut titik kritis sistem autonomous (2) jika memenuhi
F(x*y*2z*) =0, G(x*y*2z*) =0dan H(x* y*,z*) = 0. Titik kritis x* = (x*,y* z")
merupakan solusi dari Persamaan (2) yang bernilai konstan karena Z—: = 0, Hal ini disebut

keadaan setimbang dan titik kritis adalah titik yang terpenuhi, sehingga titik kritis disebut
titik kesetimbangan.
Definisi 2. [14] Kestabilan Titik Kesetimbangan
Titik kesetimbangan X* sistem autonomous (2) dikatakan
a.  stabil, jika untuk setiap € > 0 terdapat § > 0 sedemikian sehingga setiap solusi X (t)
dari sistem (2.11) dimana t = 0 sehingga
1£(0) — %] <6,
dan untuk setiap t positif dan memenuhi
|%(t) — x*|| < &Vt = 0.
b.  stabil asimtotik, jika X* stabil dan terdapat 5§, > 0 sedemikian sehingga jika solusi
x(t) memenuhi
1%(0) — x*|| < &
berlaku
lim x(t) = x*
n—-oo
C. tidak stabil, jika tidak memenuhi kondisi stabil.
3. Kriteria Routh-Hurwitz

g . . dX S . . .
Nilai eigen matriks Jacobi d—: = Ax dapat digunakan untuk menganalisis kestabilan

titik kestimbangan sistem (2). Persamaan karakteristik matriks Jacobi % = AX adalah

J-all=0 (3)
dengan A merupakan nilai eigen matriks Jacobi J. Bentuk umum Persamaan (3) adalah
PO =2 +a A" P +a A" %+ +a, =0 (4)

dengan a, # 0. Titik kesetimbangan sistem autonomous linier bersifat stabil asimtotik
jika semua akar Persamaan karakteristik terdapat bagian real negatif. Pada beberapa
kasus, tidak mudah untuk menentukan akar Persamaan dari (4), sehingga dengan
menggunakan Kkriteria Routh-Hurwitz dapat diketahui kestabilan titik kesetimbangannya
dengan tanpa menentukan akar-akar Persamaan karakteristiknya [15].

Akar Persamaan karakteristik (4) memiliki bagian real negatif jika dan hanya jika
a, > 0dan

a a 0 0 - 0 0
a3 az al ao aen 0 O
H=|% % % 0 0 5)

0 0 0 0 - apq An—
0 0 0 0o - 0 a,
Determinan matriks ke-k dinotasikan sebagai A, untuk k = 1,2,3,...,n. jika semua
Ay bernilai positif, maka semua akar-akar karakteristik dari polynomial P(1) memiliki
bagian real negatif [15].
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Misalkan diberikan matriks berukuran 3x3 dengan Persamaan karakteristik
berderajat tiga
P(A) =23+ a;A% + a,A + a; = 0. (6)
Akar Persamaan (6) memiliki bagian real negatif jika dan hanya jika
a. Ai=|aql >0

b. A,= Zl 1 = a,a, — az > 0, karena jika A,> 0 maka
3 ay
a 1 0
C. A3= a3 az al - a1a2a3 - a% > 0-
0 0 aj
HASIL DAN PEMBAHASAN

1.  Konstruksi Model Predator-Prey dengan Kanibalisme

Model interkasi predator-prey terdiri dari populasi predator dewasa (X) sebagai
pemangsa predator muda dan prey, populasi predator muda (Y) sebagai pemangsa prey
namun dia juga dimangsa oleh predator dewasa dan populasi prey (Z) sebagai mangsa.
Model predator-prey dapat dinyatakan sebagai

X
= _d1X +‘UY + EIXY + CXZ,

dr

dyY (7)
ﬁ=31X_’u,Y_d2Y_ﬁ1XY,

dz

ﬁ = (BZ - CZlZ - HX)Z,

dengan d; koefisien kematian alami predator dewasa, u koefisien pertumbuhan predator
muda, &; koefisien penangkapan predator dewasa dengan memangsa predator muda, ¢
koefisisen Penangkapan predator dewasa dengan memangsa prey, B, koefisien kelahiran
dari predator dewasa, d, koefisien kematian alami pada predator muda, [; koefisien
kanibalisme oleh predator dewasa, B, koefisien pertumbuhan prey, a; koefisien
pertumbuhan prey dan 6 koefisien predasi oleh predator dewasa.

Sistem (7) disederhanakan dengan mengkombinasikan variabel dan perameter
baru. Misalkan

2
X = dﬂ#, Y = dgl—:,Z = % danT = di, sehingga diperoleh sistem baru yaitu
1
dx
€G- —Xx+y+exy+xz
dy 8
Ezblx—ay—ﬁxy, (8)
dz
—= (b, —az —x)z,
T (b )
dengan ¢ = dlgl,b1 =Bl—2“,a =u+d,,p= b b, =22 a=% dan syarat awal x(0) >
9# d1 ] dl c

0,y(0) > 0,z(0) > 0.
2. Titik Kesetimbangan Model

Pada sistem (8) diperoleh empat titik kesetimbangan yang eksis, yaitu E, =
0,0,0),E = (00,2),E, = (£9,0) = (=2, 20 0)  dan  Ey = (x",y",27) =

(eby-B)’ (ea-B)’
B+VD  byx*  (by—x%)
( ” ,(G:;x*), Zax ), dengan A=, B =—[aeh; —0o —B(a—b,)] dan C = [a(oc —

b,) — ab,]. Titik kesetimbangan E, eksis jikag < b; < 0, sedangkan titik kesetimbangan

E; eksisjikaf > 0dane > 0.
3. Kestabilan Titik Kesetimbangan
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a.  Titik Kesetimbangan E, = (0,0,0)
Hasil linearisasi di sekitar E, manghasillkan matriks Jacobi J(E,), yaitu

-1 1 0
J(Eo) = [ by —o 0 ]
0 0 b,
—-b+Vb2—4ac —-b—Vb2-4ac

dan diperoleh nilai eigen A, =b,, 4, = dan A; = ”»
dengan a =1,b =1+ o0 dan ¢ = ¢ — b;. Oleh karena nilai eigen 4, bernilai
positif, maka titik kesetimbangan E, bersifat tidak stabil.
b. Titik Kesetimbangan E; = (0,0, %2)
Titik kesetimbangan E; menunjukkan bahwa populasi predator dewasa dan
predator muda punah. Matriks Jacobi hasil linearisasi di sekitar E; adalah

b
[c1+2 1 o]
a

J(Ey) = | by -0 0 |
b
- 0 —by
dan nilai eigen yang diperoleh, yaituA; = —b,, A, = e 2 “::_Mf danA; = e W
dengan d = 1,e = — (%2 —0— 1) dan f = (0 — b"jTJ - bl) Titik Kesetimbangan ini

bersifat stabil asimtotik lokal jika % + % <1
(6-by) (o-by) )
(eb1=B)’ (e0-PB)’
Titik kesetimbangan E, menunjukkan bahwa populasi prey punah. Matriks
Jacobi hasil linearisasi di sekitar E, adalah

c.  Titik Kesetimbangan E, = (X,9,0) = (

Y -
- % = x
X Y m m m
av b % 11 12 13
J(E) =2 -2 0 = [mm My 0
x y 0 0 ms3
0 0 o — bl
i > &b, — B
dan nilai eigen yang diperoleh, yaitu 1; = m33,1, = AL O ‘Zr:_zlqs dan 45 = i i “Zr;_4qs
denganq = 1,7 = —my; — my, dan s = my;m,, + my,m,;. Titik kesetimbangan ini
akan stabil asimtotik lokal jika e < 8 dan %fbbz <b < g
2

d.  Titik Kesetimbangan E; = (x*,y",z")
Titik kesetimbangan E5; menunjukkan bahwa populasi predator-prey hidup
berdampingan. Matriks Jacobi hasil linearisasi di sekitar E; adalah

y© A-z9)x"
Cx* y* x 911 Y912 Y13
J(E3) =|oy* b;x* = [gu g2z O ]
X oy 931 0 33
—z" 0 —az"

Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz, titik kesetimbangan E; bersifat stabil
asimtotik lokal jika dan hanya jika a,a, —a; > 0, dengan a; = —(g11 + g22 +
933), Q2 = g11922 + 911933 — 912921 + 922933 — 913931 dan  az = —g11922933 +
912921933 T 913922931
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4.  Simulasi Numerik

Simulasi numerik dilakukan dengan menggunakan metode Runge-Kutta orde empat
dan software MATLAB. Simulasi ini bertujuan untuk melengkapi hasil-hasil yang diperoleh
secara analisis pada materi sebelumnya. parameter yang digunakan untuk titik
kesetimbangan E; adalah b; = 2,5;b, = 1,5;0 = 4,4, «a = 4; f = 5dan € = 1,89 dengan
nilai awal N4; = (0,1;0,8;0,3), NA, = (0,9;0,1;0,5) dan NA; = (0,8;0,2;0,1).

NA,=(0.1,0.8,0.3)

NA;=(0.9,0.1,0.5)
NA,=(0.8,02.0.1)

0.5

o E
0o E
o E:

0.4

0.3

0.2

0.1

0.5 P

Y 05 .05 x

Gambar 1. Grafik Sistem (8) yang Menuju Kestabilan
Titik Kesetimbangan E;
Hasil simulasi Gambar 1 menunjukkan bahwa orbit solusi tiga nilai awal yang berbeda
menuju titik kesetimbangan E;, dengan kata lain titik kesetimbangan E5(0,5; 0,27; 0,33)
bersifat stabil asimtotik lokal.

0.8

Predator Dewasa
Predator Muda
Prey

0.7 |

0.6

0.4

Jumlah Populasi

0.3

0.2

0 100 200 300 400 500
Wakitu (t)

Gambar 2. Grafik Predator-Prey hidup berdampingan

Gambar 2 menunjukkan grafik hasil penyelesaian model dan jumlah populasi
predator dewasa, predator muda dan prey dengan nilai awal NA; = (0,1;0,8; 0,3).
Berdasarkan grafik di atas didapatkan jumlah populasi prey yaitu 0,33, jumlah populasi
predator dewasa yaitu 0,5 dan jumlah populasi predator muda yaitu 0,27. Berdasarkan
Gambar 1 dan Gambar 2 didapatkan nilai yang sama untuk jumlah populasi predator
dewasa, predator muda dan prey.

Analisis kanibalisme dilakukan dengan menggunakan nilai input yang berbeda-beda
dari salah satu parameter yang mempengaruhi efek kanibalisme pada predator
sementara parameter yang lain tetap. Parameter yang dipilih adalah f (laju kanibalisme
predator dewasa) dan ¢ (laju memangsa predator muda). Pengaruh naik turunnya
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parameter yang mempengaruhi efek kanibalisme terhadap sub populasi disajikan dalam
Gambar 3 sampai Gambar 4.

1

»

o
e

si predator dewasa

Jumlah Populasi prey
o
w

mlah Popula
Jumlah Populasi Predalor

0.2 | 01
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
Waktu (1) Waktu (t) Waktu (1)

Gambar 3. Gambar Perubahan Nilai f Terhadap Populasi x, y, z
Gambar 3 menunjukkan pengaruh kanibalisme predator dewasa terhadap jumlah
dari setiap populasi. Jika nilai f semakin kecil maka jumlah populasi predator dewasa
semakin bertambah begitu pula yang terjadi pada populasi predator muda dan populasi
prey sebaliknya, yaitu jika nilai f semakin berkurang maka jumlah populasi prey semakin
berkurang.
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©c o © o ©o o
A o o ® 2w ® ©

o
@

=]

100

200 300
Waktu (t)

400

500

Jumlah Populasi predator muda

o o o o
o o w

o
=

o o
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0.1
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Gambar 4. Gambar Perubahan Nilai € Terhadap Populasi x, y, z
Gambar 4 menunjukkan pemangsaan terhadap predator muda terhadap jumlah dari
setiap populasi. Jika nilai € semakin berkurang maka jumlah populasi predator dewasa
semakin berkurang begitu pula yang terjadi dengan populasi predator muda dan populasi
prey sebaliknya, yaitu jika nilai € semakin berkurang maka jumlah populasi prey semakin
bertambabh.

PENUTUP

Model predator-prey dengan struktur usia memiliki empat titik kesetimbangan,
yaitu titik kesetimbangan trivial (ketiga populasi punah). Titik kesetimbangan ketika
populasi predator dewasa dan predator muda punah. Titik kesetimbangan ketika populasi
prey punah dan titik kesetimbangan ketika predator-prey hidup berdampingan. Titik
kesetimbangan trivial dan titik kesetimbangan ketika populasi predator dewasa dan
predator muda punah selalu eksis, sedangkan titik kesetimbangan ketika populasi prey
punah dan titik kesetimbangan ketika predator-prey hidup berdampingan eksis dengan
syarat tertentu. Berdasarkan hasil analisis kestabilan pada titik kesetimbangan, titik
kesetimbangan trivial bersifat tidak stabil, titik kesetimbangan ketika populasi predator
dewasa dan predator muda punabh, titik kesetimbangan ketika populasi prey punah dan
titik kesetimbangan ketika predator-prey hidup berdampingan bersifat stabil asimtotik
lokal dengan syarat tertentu. Hasil simulasi ketiga populasi mempengaruhi jumlah
populasi ketika nilai parameter laju kestabilan predator dewasa dan laju pemangsaan
predator muda berubah.
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