urnal ilmiah matematika

Volume 1 No 1 (2022) 16-29
http://jurnal.fmipa.unmul.ac.id/index.php/basis

-
/:»’ns:s

Analisis Kestabilan Model Epidemik SEI Pada Penyebaran
Penyakit Tuberkulosis

Nur Amalia Khaerunnisa!®, Yuki Novia Nasution?, Moh. Nurul Huda?

1 Laboratorium Matematika Komputasi Program Studi Matematika Jurusan matematika FMIPA Universitas
Mulawarman

Dikirim: Mei 2022; Diterima: Mei 2022; Dipublikasi: September 2022

Alamat Email Korespondesi: nuramaliakhaerunnisa21@gmail.com

Abstrak

Pada penelitian ini telah dikaji model matematika nonlinier tipe SEI (Susceptible, Exposed,
Infected) untuk menggambarkan penyebaran penyakit tuberkulosis. Pembahasan difokuskan
pada perhitungan titik kesetimbangan dan analisis kestabilan titik kesetimbangan. Angka
reproduksi dasar (R,) telah dihitung dengan menggunakan metode matriks generasi selanjutnya.
Berdasarkan model SEI telah diperoleh dua titik kesetimbangan yang terdiri dari titik
kesetimbangan bebas penyakit (E,) dan titik kesetimbangan endemik (E*). Simulasi numerik
dibagi menjadi tiga simulasi dengan menggunakan nilai-nilai parameter dan populasi awal.
Simulasi pertama dilakukan dengan menurunkan laju infeksi () sehingga diperoleh nilai R, =
0.303 <1 serta titik-titik kesetimbangan Ey(Sy, Ey,Ip) = (3.017,0,0) dan E*(S*,E*,I*) =
(3.296,—0.114,—0.067). Simulasi kedua dengan meningkatkan laju infeksi («) sehingga
diperoleh nilai R, = 1.010 > 1serta titik-titlk kesetimbangan, yaitu E,(S° E° 1°) =
(3.017,0,0) dan E*(S*,E*,I*) = (0.989,0.832,0.490). Simulasi ketiga dengan nilai R, = 1 serta
titik-titik kesetimbangan,yaitu E,(S°, E°,1°) = (3.017,0,0) dan E,(S*,E*,I*) = (0.999,0.827,
0.488). Jika Ry = 1, maka titik kesetimbangan endemik stabil, sedangkan jika Ry < 1, maka titik
kesetimbangan bebas penyakit stabil.

Kata Kunci:
Angka Reproduksi Dasar Kestabilan, Matriks Generasi Selanjutnya, Sistem Dinamik, Titik Kesetimbangan.

PENDAHULUAN

Tuberkulosis termasuk salah satu dari daftar sepuluh penyebab kematian di dunia.
Diperkirakan total angka kematian akibat penyakit ini adalah 1,3 juta jiwa. Tuberkulosis
merupakan penyakit menular yang disebabkan oleh bakteri Mycobacterium tuberculosis
[1]. Penyakit Tuberkulosis (TB) masih menjadi beban masalah kesehatan di Indonesia
hingga saat ini. Di saat yang bersamaan Indonesia juga menghadapi wabah Coronavirus
Disease (COVID-19) dan harus lebih diwaspadai oleh pasien TB. Setiap tahun 100 juta
orang di seluruh dunia meninggal akibat bakteri Mycobacterium tuberculosis, dimana
845.000 di antaranya berada di Indonesia, negara dengan beban TB tertinggi ketiga
setelah India dan China [2].
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Model matematika merupakan sekumpulan persamaan atau pertidaksamaan yang
mengungkapkan perilaku masalah yang sebenarnya [3]. Model matematika yang dapat
digunakan untuk menganalisis penyebaran penyakit antara lain model epidemik SIR
(Susceptible-Infected-Recovered), SEIR (Susceptible-Exposed-Infected-Recovered), dan
lainnya. Model matematika SEIR merupakan model permasalahan epidemiologi
khususnya model penyebaran penyakit menular [4].

Penelitian mengenai penyakit tuberkulosis (TB) pernah dilakukan oleh [5]
menggunakan model SEIR dengan demografi digunakan dalam pengaturan deterministik
dan stokastik untuk tujuan perbandingan. [6] Menggunakan model SIR yang ditambahkan
dengan faktor penggunaan masker medis pada penyebaran penyakit tuberkulosis.

Penelitian menggunakan model matematika pernah dilakukan oleh [7] melalui
model SEIR mengusulkan regulasi yang digerakkan oleh mobilitas dari laju transmisi SEIR
pada COVID-19 di kota-kota besar AS bulan Maret-Agustus 2020.[8] Menggunakan model
SEIR-SEI pada penyebaran penyakit malaria dengan memperhatikan peluang kegagalan
vaksinasi manusia.

Model SEI (Susceptible, Exposed, Infected) merupakan model penyebaran penyakit
yang membagi populasi menjadi 3 subpopulasi, yaitu subpopulasi individu yang rentan
(S), subpopulasi individu yang terpapar (E), subpopulasi individu yang terinfeksi (I). Pada
penelitian ini, penulis menggunakan model SEI yang berasal dari pengembangan model
SIS dan model SEIR. Model SEI diperoleh dengan membuat r subjek pada persamaan SEIR
dandiaturr = 1 — s — e — i, sehingga didapatkan model SEI melalui perhitungan numerik
dengan metode Runge-Kutta [4].

Penelitian ini membahas penjabaran dan simulasi model SEI pada penyakit
tuberkulosis. Langkah-langkah dalam penelitian ini adalah menganalisis dan mereduksi
model SEI pada penyakit tuberkulosis, menentukan titik kesetimbangannya, menghitung
bilangan reproduksi dasar (R;), mencari Kestabilan titik kesetimbangannya dan
melakukan simulasi model SEIL

LANDASAN TEORI
1) Sistem Autonomous Nonlinier
Diberikan sistem autonomous nonlinier 3 dimensi berikut ini :

dx_

gt—f(x.y,Z)

y

- 1
7 g(x,y,2) (1)
2 hxy,2)

dt Vo Z)-

Anggap bahwa fungsi f, g, dan h mempunyai turunan parsial dan merupakan fungsi
yang kontinu. Titik kesetimbangan diperoleh dengan melakukan ekspansi deret Taylor di
sekitar titik (x*, y*, z*), sehingga fungsi f, g, dan h dapat dinyatakan sebagai berikut :

. e e Of(xnytz) o 0f(x", Yy, zY)
fey,z)=fxy z)+———x —x )+ ————
dx dy )
. 0f(x",y",zY) i
(y—y)+—z (z—z")+mx,y, 2)
.y e O0g(xtytzY) . 0glxt,yt,z)
0x dy 3)

. 0gxtyt,zT) .
-y +T(z—z ) +12(x,y,2)
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Oh(x",y", 2" oh(x",y", 2"
h(x; v, Z) = h(x*'y*,Z*) + M(x _ x*) + M
iy, ) o @
* X ,y ’Z "
(y_y)+—(z_z)+773(x:y,z):

dz
dengan n,(x,y,z),n,(x,y, z), dan n3(x, y, z) adalah suku sisa. Untuk hampiran orde satu

di atas, suku sisa memenuhi sifat-sifat
. (., 2)
lim — 0, =0,
xy2) -@mytz) W
| n2(x,y,2) 0
(xy.z) ~Grysz)  ||wW| ’
. n3(x,y,2)
lim —0, =0,
xy2) =@y 2 |[w|
denganw = (x —x*,y —y*,z —z*)T.
Berdasarkan persamaan (2), (3), dan (4), serta mengingat

dx d(x—x")
dt — dt ’
dy _dy-y)
dt at ’
dz d(z—2z")
dt  dt '
maka sistem persamaan (1) dapat ditulis dalam bentuk matriks, yaitu
d[x—x"
al? y*
zZ—2z
f&x*y®,z7)
=19(x"y"2")
h(x*,y*,Z*)
[0f (x*,y",2z") o, Of Ny 27) L, Of Oy 2" ]
I G B R Gt
ag(x*’y*’Z*) % ag(x*:y*:Z*) % ag(X*ry*'Z*) %
L (x—x)+—ay G=y)t+—7F —(-2)
On(x",y",z%) . Oh(x"y,z") . Oh(x<y.z)
G ) e )
r]l(xl Y, Z)
+ nZ(xr Y, Z)
_773(95’ 4 Z)
atau
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d

x —x* f&x"y"z")
E y— y* = g(x*,y*,z*)
z—2z" h(x*,y*, z")
_af(X*ry*rZ*) af(X*iy*rZ*) af(x*'y*' Z*)_
0x dy 0z ( i
* * * * * % * * %k X —X
ag(x’y ’Z) ag(x’y ’Z) ag(x'y ,Z) *
+ v-y9 (5)
ox oy 0z (z—7*
ah(x*)y*lZ*) ah(x*)y*)Z*) ah(x*'y*' Z*)
5 0x dy 0z
N (x) Y, Z)
+|n2(x,y,2) |-
_773 (xF y) Z)
[6f(x*.y*.2*) of (x*,y",z") af(x*,y*,Z*)]
ox dy 0z |
Matriks ag(xa'j z) ag(xa’;; 2) ag(xa,: z) disebut matriks Jacobi atau partial derivative
oh(x*y*,z*) Oh(x*y*z*) 0dh(x*y*z")
0x dy 0z

matrix dan dinotasikan dengan J(x*, y*,z").
Karena f(x*,y*,z*) = g(x*,y",z") = h(x",y*,z") = 0, maka persamaan (5) dapat ditulis
dalam bentuk

'du' _af(x*'y*;Z*) af(x*ly*;Z*) af(x*;y*;z*)_

dt dx ay dz (x.y.2)

dv 3 ag(x*,y*,z*) ag(x*’y*‘z*) ag(x*’y*'z*) 1‘; + :]’l(x'_’;’;; Z) (6)

—_ = 2 »

dt 0x dy 0z w n(x,y, 2)

d_W oh(x*,y*,z*) 0oh(x*,y*z*) oh(x*, y* z*) 3Vh

-ded | ox ay 0z

Bentuk (6) dapat ditulis sebagai :

dw
= W4+T7 7
i Jw + . (7)

Titik (x, y, z) yang berada cukup dekat dengan (x*,y*, z*), (u, v, w) bernilai kecil sehingga
II77]] < ||w]|, abatnya nilai 7j dapat diabaikan dan di sekitar (x*, y*, z*) sistem nonlinier (7)
dapat dihampiri oleh sistem linier
dw B
dt
Nilai x =x",y =y* dan z =2z" diperoleh (u*,v",w*)=(0,0,0), sehingga sistem
autonomous nonlinier (8) memiliki titik kesetimbangan (u*, v*,w*) = (0, 0,0)[9].

Jw. (8)

2)  Titik Kesetimbangan

Titik kesetimbangan digunakan untuk mengetahui nilai dari bilangan reproduksi
dasar. Titik kesetimbangan diperlukan dalam proses menganalisis penyebaran penyakit.
Definisi 1. [10] Diberikan sistem persamaan diferensial tingkat satu x(t) = f(x(t))
dengan x(t) € R", penyelesaian dengan keadaan awal x(0) = x, dinotasikan dengan
x(t, xg)-
1. Vektor x yang memenuhi f (x) = 0 disebut suatu titik setimbang.
2. Suatu titik setimbang x dikatakan stabil bila untuk setiap € > 0 adaé > 0 dan tg

sedemikian sehingga bila ||x;; — x|| < § maka [[x(t, x;;) — X|| < € untuk semua t > ts.

Copyright © 2022, BASIS, Online ISSN 2962-6013



BASIS, 1 (1), 2022 - 20
Nur Amalia Khaerunnisa, Yuki Novia Nasution, Moh. Nurul Huda

3. Suatu titik setimbang (x) dikatakan stabil asimtotik bila titik-titik kesetimbangannya
stabil dan terdapat §; > 0 sedemikian sehingga L{im [|x(¢, x0) — %|| =0, bila [|x;; —

x| < 65
4. Suatu titik setimbang dikatakan tidak stabil jika titik kesetimbangan tidak memenuhi
point kedua.

Titik kesetimbangan dapat diklasifikasikan menjadi dua yaitu titik kesetimbangan
bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemik. Titik kesetimbangan bebas penyakit
adalah suatu kondisi sudah tidak ada lagi penyakit yang menyerang atau dalam arti tidak
ada lagi individu yang terserang penyakit. Titik kesetimbangan endemik adalah suatu
kondisi penyakit selalu ada dalam populasi tersebut, maksudnya adalah bahwa selalu saja
ada individu yang terserang penyakit [11].

3) Bilangan Reproduksi Dasar (Ry)

Menurut [12], bilangan reproduksi dasar merupakan rata-rata jumlah individu
rentan yang terinfeksi secara langsung oleh individu lain yang telah terinfeksi, dan masuk
ke dalam populasi yang seluruhnya masih rentan. Kondisi yang akan timbul adalah salah
satu di antara kemungkinan berikut [13] :

a) Jika Ry < 1, maka penyakit akan menghilang.
b) Jika Ry = 1, maka penyakit akan menetap (endemik).
c) Jika Ry > 1, maka penyakit akan meningkat menjadi wabah.

4)  Kriteria Kestabilan Routh-Hurwitz

Sistem autonomous dengan sebuah matriks jacobi yang terdapat pada persamaan
(8) mempunyai nilai eigen yang dapat diperoleh dengan menyelesaikan det(] — AI) = 0,
sehingga diperoleh persamaan karakteristik

M+ a A+t a, =0. 9)

Solusi sistem autonomous tersebut akan stabil jika semua akar persaman di atas bernilai
negatif, atau dengan kata lain 1,, < 0,m = 1,2, ..., n.
Teorema 2. [14] Dengan menggunakan koefisien-koefisien persamaan karakteristik (9),
dibangun m matriks sebagai berikut :

aa 1 0 - 0

a 1 a a a ee 0

Hl = [al]'HZ = [a; az] ) "'ﬁHm = :3 .2 .1 H
0O 0 0 ™ Aam

Jika det(H,) >0, maka A, <0,m=1,2,..n. Sehingga, untuk n =3 persamaan
karakteristik (1) menjadi
B+ ay2% + adl+az; = 0. (10)
Akar-akar persamaan (10) akan bernilai negatif jika dan hanya jika semua koefisien a4, a,,
dan a3 bernilai positif, dan a,a, > a;.
Teorema Routh-Hurwitz untuk kasus khusus matriks
a1 Q12 0433
Q1 Az Q33
0 asz as;
dapat diselesaikan dengan Lemma 2.6. Persaman karakteristik matriks (11) adalah
AB+A 22+ A4,1+A; =0.
Lemma 2. [15] Misalkan A; = —tr(J), A, =], + ], + /., dan A; = — det(J) dengan |, =
Q2033 — Ap3032,Jp = Q11022 — A12021, ), = A11Q33. Matriks (11) akan stabil (semua nilai
eigennya bernilai negatif) jika dan hanya jika memenuhi kondisi
(i) A; >0,

J= (11)
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(ii) A, >0,
(iit) A3 > 0,
(iv) AjA,—A3 >0,
dari matriks (11) dapat diketahui nilai A1 A, — A; adalah
A1A; — As = —(ayg + az + azz)Ua +Jp +Jc) + det())
=—a11Up +Jo) — az2Ua +Jp +Jo) — assUa +Jo) — 11052033
ta;3a;1a3;.

HASIL DAN PEMBAHASAN

1) Konstruksi Model Epidemik SEI

Model matematika tuberkulosis merujuk pada [8] yang menggambarkan model
deterministik dirumuskan dengan membagi populasi inang menjadi empat kelas :
Susceptible adalah rentan (S), Exposed adalah Terkena (E), Infectious adalah Infeksi (1),
Recovery adalah Pemulihan (R) dan N adalah Total Populasi. Laju perubahan keempat
populasi pada model adalah sebagai berikut :

Gambar 1. [lustrasi Model SEIR

Berdasarkan Gambar 1. diperoleh model persamaan sebagai berikut :

ds

Z — oci 12
7; = Y~ s —asi, (12)
e asi—(e+p) (13)
i asi e+ e,

Y e B+ (14)
P ce — (B + wi,

dr . (15)
dt - :Bl ur,

dimanas+e+i+r =1.Misalkanr =1 — s — e — i, sehingga model yang dikaji cukup
memperhatikan sistem pada model persamaan (16), (17), dan (18).
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Gambar 2. [lustrasi Model SEI

ds

S v — e — < 16
7 = Y T Hs —asi, (16)
de
— = qasi — 17
Tt asi — (e + e, (7)
di
— —ce— . 18
i (B + i (18)

Sistem persamaan diferensial biasa pada persamaan (16), (17), dan (18)
diselesaikan secara numerik melalui metode Runge-Kutta.

2)  Titik Kesetimbangan
Titik kesetimbangan terdiri dari titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik
kesetimbangan endemik. Pada sistem Persamaan (16),(17),(18) diperoleh nilai titik

kesetimbangan bebas penyakit (E,) adalah E, = & 0,0} dan nilai titik kesetimbangan

endemik adalah
B — {S* _wt+aw+p) g = YA~ putew+p) | _yae—ppt e+ B)}

)

o az(i + ) 't au+e)(u+p)

3) Bilangan Reproduksi Dasar (R,)

Bilangan reproduksi dasar (R,) diperoleh dengan menggunakan metode matriks
generasi selanjutnya (next generation). Bilangan reproduksi dasar (R,) ditentukan
menggunakan sistem Persamaan (16), (17), dan (18) dengan nilai titik kesetimbangan

bebas penyakit (E;) = {% 0,0}. Pada model ini, sistem Persamaan (17) dan Persamaan

(18) merupakan subpopulasi kelas terinfeksi yaitu:

de

— =asi— (¢ + pe,
— asi — (e + e
di

— =¢ee—(B+pi
5 "€ (B + i

Matriks generasi selanjutnya dapat diperoleh dari % dan Z—i sehingga didapatkan :
de (ds de) (ds de)
a ~\aa) Paw)

di B (ds di) (ds di)
ac  P\ardr ¥ dt’ dt/)’

o =[]

dengan :
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_ [+ u)e]
v =l il
Adapun matriks Jacobian dari ¢ dan ¥ masing-masing adalah :
% a<p1'
de  di 0 as
b= d¢; a(Pz € ]
L ge ai
y|de ai|_[Etr O ]
op, awa| Lo gl
L Je  0i |

Titik kesetimbangan bebas penyakit disubtitusikan pada matriks F dan matriks V,
sehingga diperoleh :

0 «a e+ u

[ ] V= [ B +u]

Mengalikan matriks F dan invers V, diperoleh matriks K sebagai matriks generasi
selanjutnya sebagai berikut :
[ 1

- + _O —|
K=FV1 = 0 d]lg K |
e 0 1|
| ° |
B+u
a
_ B+u
=| . .
e+ u
Sehingga, didapatkan nilai eigen dominan :
ae

PO =B e+
Jadi, diperoleh bilangan reproduksi dasar :
ae

(B+uw(e+u)
4)  Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit

R, =pK)=

Teorema 3. Titik kesetimbangan bebas penyakit dari sistem persamaan (16), (17), dan
(18) stabil secara asimtotik jika dan hanya jika R, < 1 dan tidak stabil jika Ry > 1.

—u—ai 0 —as
J(s,ei) = [ ai —(e+ as
0 € -B+w
Linearisasi
—u 0 —a A 0 0
J(s,e,))ppg —I1 = [ 0 —(u+e a — [0 yl 0]
0 € —(u+pB) 0 0 2

Maka, diperoleh persamaan karakteristik J(s, e, i) prg — IA dengan mendapatkan
determinan dan menyamakannya dengan nol :
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—(u+2) 0 -
|](S, e, i)DFE - I/ll = 0 _{(.u + g) + /1} a
0 £ —{(u+p)+ 43

IJ(s,e,)prg — 11| =23+ Bu+ e+ B)A% + (Bu? + 2up + 2us — £p
—ag)d + (u3 + u?p + ule + uef — pae) = 0.

Dimisalkan Y dan Z menjadi koefisien dari A2 dan A. Sehingga,
Y=3u+e+p,
Z =3u?+2uf +2ep + £f — as,
A=pd+ u?p + pte + usP — pas,
Jadi, persamaan karakteristik menjadi A3 + YA% + ZA + A.

Berdasarkan analisis kriteria stabilitas Routh-Hurwiz, jika Y > 0,Z > 0 dan YZ —
A > 0, maka semua akar persamaan karakteristik memiliki bagian riil negatif. Oleh karena
ity, titik kesetimbangan bebas penyakit atau disease-free equilibrium point (DFEP) stabil.

]

5) Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan Endemik
Teorema 4. Titik kesetimbangan endemik dari sistem persamaan (16), (17), dan (18) stabil
secara asimtotik bila Ry > 1 dan tidak stabil bila Ry < 1.

Bukti. Mendapatkan matriks Jacobian tentang titik (s*, e*, i*) diperoleh

—u—ai* 0 —as”*
J(s*, e*i*) = ai” —(u+¢9) as* |
0 e —@th)
—u—ai* 0 —as” 1 0 0
J(s* e i )ggp — 1A = ai” —(u+¢) as” - [0 A 0]
0 € —(u+pB) 0 0 A
[—(u+ ai* + 1) 0 —as*
= ai” —(u+e+2) as” .
0 € —-(u+p+2

Sehingga, diperoleh persamaan karakteristik J(s*, e*,i*)ggp — I1 dengan menemukan
determinan J(s*, e, i*)ggp — IA dan menyamakannya dengan nol :

—(utai*+ 1) 0 —as”
|J(s*,e*,i")ggp — IA] = ai* —(u+e+2) as”
0 € —-(pu+B+2)

=23+ GBu+ai* + e+ p)A% + (Bu? + 2us

+2uf + 2uai* + ai*e + ai*f + ef — as*e)A

+(ud + eu? + usPf — pas*s + ai*u? + ai*ep

+ai*ef + ai*uf + u?p) = 0.
Dimisalkan Y; dan Z; menjadi koefisien dari 4% dan 1. Sehingga,
Yi=3u+ai*+e+p0,
Z1 = 3u® + 2us + 2up + 2uai* + ai*e + ai*f + ef — as*s,
A = 3+ ep? + ueP — pas*e + ai*p? + aiteu + ai*ef + ai*uf + u?p.
Jadi, persamaan karakteristik menjadi A3 + ;1% + Z; 1 + A;.

Berdasarkan analisis kriteria stabilitas Routh-Hurwiz, jikaY; > 0,Z; > 0danY;Z; —

A; > 0, maka semua akar persamaan karakteristik memiliki bagian riil negatif. Oleh
karena itu, titik kesetimbangan endemik atau endemic equilibrium point (EEP) stabil.
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6)

Simulasi Numerik
Simulasi numerik dilakukan menggunakan software Matlab R2015a dengan metode

Runge-Kutta orde empat (RK4). Simulasi numerik dibagi menjadi tiga simulasi dengan
menggunakan nilai-nilai parameter dan populasi awal. Dimisalkan kematian alami adalah
232 kematian per 1000 individu, kelahiran adalah 700 per 1000 individu, masa infeksi
rata-rata dan rata-rata periode terpapar adalah 3 minggu.
Variabel dan parameter yang digunakan disajikan pada Tabel 1. dan Tabel 2. sebagai

berikut :
Tabel 1. Variabel yang Digunakan
Variabel Penjelasan
S Proporsi populasi yang rentan terkena penyakit tuberkulosis
e Proporsi populasi yang terkena penyakit tuberkulosis
i Proporsi populasi yang terinfeksi penyakit tuberkulosis
r Proporsi populasi yang pulih dari penyakit tuberkulosis
S Populasi yang rentan terkena penyakit tuberkulosis
E Populasi yang terkena penyakit tuberkulosis
I Populasi yang terinfeksi penyakit tuberkulosis
R Populasi yang pulih dari penyakit tuberkulosis
Tabel 2. Parameter yang Digunakan
Parameter Penjelasan Formula Nilai Keterangan
Laiu kelahi Total Kelahiran 0.7 ]
Y u kelahiran Total Populasi '
_ ) Total Kematian
Laju kematian - 0.232
H Total Populasi -
a
digunakan
a; = 0.96909 untuk
simulasi
Ry > 1,
a, = 0.29085 a,
. digunakan
a Laju infeksi Efective Contact guntuk
Total Contact simulasi
Ry <1,
as; = 0.95892 as
digunakan
untuk
simulasi
Ry=1
Laju seseorang
berpindah dari kelas 1
€ 0.34 -
exposed ke kelas Masa Infeksi Rata — rata
infectious
Laju pemulihan individu 1 0.34 )
B yang terinfeksi Rata — rata Periode Terpapar '
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a.  Simulasi numerik untuk R, > 1

Pada simulasi ini digunakan nilai parameter a; = 0.96909, dan nilai parameter yang

lain seperti yang tercantum dalam Tabel 2. Model disimulasikan saat nilai awal atau
populasi awal (5(0), £(0),1(0)) = (2,0.5,1.5), (2,0,1.5), (2,0.5,0) sehingga diperoleh

ey (0.34)(0.96909)

Ro = (B+w(e+pu)  (0.34+0.232)(0.34 + 0.232)

Serta titik-titik kesetimbangan, yaitu E,(S° E°1°) = (3.017241379,0,0) dan

E*(S*,E*,I") = (0.9893872945,0.832184028,0.4906753554). Berdasarkan titik

kesetimbangan tersebut terlihat bahwa titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik

kesetimbangan endemik eksis. Hasil simulasi numeriknya ditunjukkan pada potret fase
di Gambar 3.

= 1.010726543 > 1.

2 T T
Potret fase ; : : : : Susceptible
Nilai awal (S(0),E).I0)) b e R feedis RN s e E 0520
®  Titik bebas penyakit(S E,|) : : : : s— | foctive
®  Titik endemik (3% E* I ! : 3 : : 3 7

@

2]

N

[¥]

Infective

Populasi

N (09893872945 0.832184028,0.4906753554)

o
w

9
2]

w

o
o
S

y .

o
[N]

o
o % ;g
o S s g

(=]

E d . i 1 1 i ! i 1 i i
xhose SUSEEpI O 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
TIME()

Gambar 3. Potret Fase untuk R, > 1 dengan a, Gambar 4. Populasi Terhadap Waktu
dengan Nilai Awal (2,0,1.5)

Berdasarkan Gambar 3. dan Gambar 4. dapat diketahui bahwa dengan tiga nilai awal
yang berbeda, populasi dalam jangka panjang akan stabil di titik kesetimbangan endemik.
Berdasarkan Teorema 4, titik kesetimbangan endemik stabil secara asimtotik jika Ry > 1.
Hal tersebut sesuai dengan perhitungan analitik yang menunjukkan jika Ry > 1 maka titik
kesetimbangan endemik bersifat stabil. Serta, berdasarkan perhitungan analisis kriteria
stabilitas Routh-Hurwiz diperoleh nilai ¥; = 1.838175247 > 0,Z; = 0.7999563681 > 0
dan Y;Z; — A; = 1.318486607 > 0 dan semua akar persamaan karakteristik memiliki
bagian riil negatif. Sehingga, titik kesetimbangan endemik stabil.

b.  Simulasi numerik untuk R, <1

Pada simulasi ini digunakan nilai parameter a, = 0.29085, dan nilai parameter yang

lain seperti yang tercantum dalam Tabel 2. Model disimulasikan saat nilai awal atau
populasi awal (S(O),E(O),I(O)) = (2,0.5,1.5),(2,0,1.5), (2,0.5,0) sehingga diperoleh

ca, (0.34)(0.29085)

Ro = B+ w)(e+ ) (0.34+0.232)(0.34 4 0.232)

Serta titik-titik kesetimbangan, yaitu E,(S° E°,I1°) = (3.017241379,0,0) dan
E*(S*,E*,I") = (3.296562947,—0.1146272472,—0.06758682031). Berdasarkan titik
kesetimbangan tersebut, terlihat bahwa titik kesetimbangan bebas penyakit eksis dan
titik kesetimbangan endemik tidak eksis. Hasil simulasi numeriknya ditampilkan pada
potret fase di Gambar 5.

= 0.3033462476 < 1.
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—— Patret fase 15 Susceptible
Nilai awal (S(0),E(0) 10)) : ! T : / : ; 7| w0500
®  Titik bebas penyakit(S.E ) : ! : ! : : ;| = Infective
®  Titik endemik (S*E* ) Hy | I . H - 2 v : Z -

SEW b cnet - - - - A 7 ]

Infective
o
m

‘; (3.01724137900)

Populasi

ner (3.296562947,0.1146272472,-0.06758662031)

35

25

05 15
Exposed Susceptible

100 150 200 250 300 350 400 450 500
TIME(t)

Gambar 5. Potret Fase untuk Ry < 1 dengan @,  Gambar 6. Populasi Terhadap Waktu
dengan Nilai Awal (2,0.5,0)

Berdasarkan Gambar 5. dan Gambar 6. karena laju infeksi diperkecil, maka populasi
exposed terus mengalami penurunan, sehingga populasinya akan habis. Penurunan
populasi exposed diikuti juga dengan penurunan populasi infectious, sehingga populasi
infected juga akan habis, akibatnya dalam jangka panjang hanya terdapat populasi
susceptible yang hidup dan stabil di titik kesetimbangan bebas penyakit yang eksis dan
bersifat stabil, sedangkan titik kesetimbangan endemik tidak eksis. Berdasarkan Teorema
3, titik kesetimbangan bebas penyakit stabil secara asimtotik jika R, < 1. Hal tersebut
sesuai dengan perhitungan analitik yang menunjukkan jika R, <1 maka titik
kesetimbangan bebas penyakit bersifat stabil. Serta, berdasarkan perhitungan analisis
kriteria  stabilitas Routh-Hurwiz, diperoleh nilai Y = 1.362666666 > 0,Z =
0.4849664444 >0 dan YZ — A =0.6091923954 > 0 dan semua akar persamaan
karakteristik memiliki bagian riil negatif. Sehingga, titik kesetimbangan bebas penyakit
stabil.

C Simulasi numerik untuk R, =1
Pada simulasi ini digunakan nilai parameter a3 = 0.95892, dan nilai parameter yang
lain seperti yang tercantum dalam Tabel 2. Model disimulasikan saat nilai awal
(5(0),E(0),1(0)) = (2,0.5,1.5),(2,0.5,0), (5,2.5,1.5) sehingga diperoleh
Eag (0.34)(0.95892)

Ro = (B+w(+p) (0.34+0.232)(0.34 +0.232) 1
Serta titik-titik kesetimbangan, yaitu E,(S° E°,1°) = (3.017241379,0,0) dan
E.(S* E*, ") = (0.9998804209,0.8278792613,0.4881363569). Berdasarkan titik
kesetimbangan tersebut, terlihat bahwa titik kesetimbangan bebas penyakit eksis dan
titik kesetimbangan endemik juga eksis. Hasil simulasi numeriknya juga ditunjukkan pada
potret fase di Gambar 7.
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Gambar 7. Potret Fase untuk Ry, = 1 dengan a3 Gambar 8. Populasi Terhadap Waktu
dengan Nilai Awal (2,0.5,1.5)

Berdasarkan Gambar 5. dan Gambar 6. dapat diketahui bahwa populasi akan stabil
di titik kesetimbangan endemik. Berdasarkan teori Bilangan Reproduksi Dasar menurut
Giesecke (2002) saat Ry = 1 maka penyakit akan menetap atau endemik. Hal tersebut
sesuai dengan perhitungan analitik yang menunjukkan jika Ry = 1. Serta, berdasarkan
perhitungan analisis Kkriteria stabilitas Routh-Hurwiz untuk titik kesetimbangan endemik
diperoleh nilai Y; = 1.830750382 > 0,Z; = 0.7915613210 >0 dan Y;Z; —A; =
1.299550803 > 0 dan semua akar persamaan karakteristik memiliki bagian riil negatif
sedangkan untuk titik kesetimbangan bebas penyakit terdapat akar persamaan
karakteristik positif, Sehingga, hanya titik kesetimbangan endemik yang stabil.

PENUTUP

Model SEI pada penyakit tuberkulosis berupa sistem autonomous nonlinier dengan
tiga persamaan dan lima parameter. Titik kesetimbangan model SEI pada penyakit
tuberkulosis terdiri dari dua titik kesetimbangan yaitu titik kesetimbangan bebas
penyakit dan titik kesetimbangan endemik. Berdasarkan analisis pada titik
kesetimbangan, jika R, > 1 terdapat dua titik kesetimbangan eksis, sedangkan jika R, <
1 hanya titik kesetimbangan bebas penyakit yang eksis, dan jika R, = 1 terdapat dua titik
kesetimbangan eksis. Berdasarkan hasil simulasi numerik, jika R, > 1, maka titik
kesetimbangan endemik stabil, sedangkan jika R, < 1, maka titik kesetimbangan bebas
penyakit stabil, dan jika R, = 1, maka titik kesetimbangan endemik stabil. Simulasi
numerik yang dilakukan menunjukkan hasil yang sesuai dengan hasil analisis.
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