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Abstrak

Misalkan G adalah graf dengan himpunan titik V(G). Pelabelan L(3,1) pada graf G adalah fungsi dari V(G)
ke bilangan bulat 1 sampai k, dengan syarat titik berjarak satu dan dua memiliki perbedaan label minimal
tiga dan satu. Nilai k adalah label terbesar yang disebut span. Setiap graf memungkinkan memiliki lebih dari
satu span, sehingga dalam konsep ini difokuskan menganalisis nilai minimal span. Penelitian ini membahas
pelabelan L(3,1) pada beberapa keluarga graf bintang, yaitu graf gunung api, graf pot bunga, graf sapu, dan
graflili. Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode deskriptif aksiomatik dan pendeteksian
pola untuk menentukan nilai minimum span masing-masing graf. Hasil penelitian menunjukkan bahwa nilai
minimum span pada graf gunung api 1}, adalah n + 4, pada graf pot bunga C,, — S,, adalah n + 3, pada graf
sapu B, ,, adalah m + 3, dan pada graflili £,, adalah 2n + 4. Hasil ini memperluas kajian pelabelan L(3,1)
pada graf bintang dan memperkaya literatur terkait penentuan minimum span pada graf serta dapat
dijadikan sebagai referensi terkait pelabelan L(3,1).
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PENDAHULUAN

Teori graf adalah bagian dari matematika diskrit yang memiliki peran vital dalam
kehidupan [11]. Dalam aplikasinya, teori graf merepresentasikan objek penelitian dengan
titik dan hubungan antar objek dengan sisi [15]. Graf ¢ adalah pasangan himpunan
(V(G),E(G)) dengan V(G) adalah himpunan titik yang boleh kosong dan E(G) adalah
himpunan sisi yang boleh kosong dari himpunan tak terurut V(G) [5]. Pelabelan graf
adalah cabang penting dalam teori graf yang membahas bagaimana memberikan label
pada simpul-simpul suatu graf dengan aturan-aturan tertentu [10] , terutama yang
berkaitan dengan jarak di antara simpul. Salah satu jenis pelabelan yang menarik adalah
pelabelan L(3,1), di mana untuk dua simpul u,v dengan jarak satu (adjacent) harus
memiliki selisih label minimal tiga, sedangkan untuk pasangan simpul dengan jarak dua
harus memiliki selisih label minimal satu [8]. Masalah pelabelan jenis ini bukan hanya
memiliki makna teoretis, tetapi juga penting dalam aplikasi nyata seperti penugasan
frekuensi pada jaringan nirkabel, di mana simpul (pemancar) yang sangat dekat harus
memiliki selisih frekuensi besar agar tidak terjadi interferensi, sementara simpul yang
sedikit lebih jauh masih dikenai batasan, meskipun lebih longgar [9].

Penelitian-penelitian terdahulu telah banyak mengeksplorasi nilai minimum span
dari pelabelan L(3,1) pada beberapa jenis graf sederhana: graf lintasan, siklus, graf
lengkap, graf bipartit lengkap, graf bintang atau bi-star [8], graf supercycle [ 6], graf operasi
comb antara graf bintang dan graf siklus [1], graf pendulum, dan grafilalang [12]. Namun,
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meskipun jenis-jenis graf bintang dasar seperti graf bintang, graf bi-star, dan graf operasi
comb antara graf bintang dan graf siklus sudah diteliti, variasi graf yang termasuk dalam
keluarga graf bintang tetapi dengan struktur tambahan seperti graf gunung api, graf pot
bunga, graf sapu, dan graf lili belum mendapatkan kajian yang sistematis khususnya
dalam konteks pelabelan L(3,1).

Urgensi penelitian ini muncul dari beberapa hal. Pertama, kebutuhan akan
karakterisasi yang lebih lengkap dari nilai minimum span pelabelan L(3,1) untuk banyak
struktur graf yang mirip dengan graf bintang tetapi memiliki simetri atau jarak antar
simpul yang berbeda. Tanpa rumus atau pola umum, sulit bagi pengguna teori graf atau
aplikasi praktis (misalnya dalam desain jaringan) untuk memperkirakan kebutuhan
sumber daya (ruang label, frekuensi, warna, dan sebagainya) ketika topologi jaringan
menyerupai graf-graf tersebut. Kedua, metode deskriptif aksiomatik dan pendeteksian
pola menawarkan pendekatan yang efektif untuk menemukan pola umum dari contoh-
contoh kecil dan kemudian membuktikan bahwa pola tersebut berlaku dalam parameter
umum. Alternatif lain, misalnya hanya melakukan simulasi atau hanya menggunakan
batas atas teori umum, kurang memberikan formula eksplisit yang berguna dalam
aplikasi.

Berdasarkan hal-hal tersebut, muncul permasalahan penelitian yaitu tentang nilai
minimum span pelabelan L(3,1) pada tiap anggota keluarga graf bintang seperti graf
gunung api, graf pot bunga, graf sapu dan graf lili. Penelitian ini diharapkan mengisi
kekosongan literatur terkait pelabelan L(3,1) untuk graf-graf bintang yang lebih
kompleks, memberikan rumus yang dapat digunakan langsung dalam konteks aplikasi,
sekaligus memperkuat landasan teoritis dalam teori graf pelabelan.

LANDASAN TEORI

Pada bagian ini akan dipaparkan beberapa definisi dan lemma terkait pelabelan
L(3,1) yang digunakan dalam penelitian ini.

Definisi 1. [2] Misalkan G = (V,E) adalah sebuah graf tak berarah sederhana, di mana
V(G) adalah himpunan simpul dan E(G) adalah himpunan sisi. Untuk dua simpul u,v €
V(G), jarak antara u dan v, dilambangkan dengan d(u, v), didefinisikan sebagai panjang
lintasan terpendek yang menghubungkan u dan v dalam graf G.

Definisi 2. [8] Misalkan graf G adalah graf terhubung sederhana dengan himpunan simpul
V(G). Pelabelan L(3,1) pada graf G didefinisikan oleh fungsi f:V(G) - {0,1, ..., k} untuk
setiap vy, v, € V(G) berlaku |f (vy) — f(v,)| = 3 jika d(u,v) = 1dan |f(v,) — f(vy)| = 1
jika d(u,v) = 2. Bilangan k adalah label terbesar dari pelabelan L(3,1) yang disebut span.
Nilai minimum span dari pelabelan L(3,1) pada graf G dinotasikan dengan A3 ;(G).

Definisi 3. [3] Identifikasi simpul dari graf G dan H pada simpul x € V(G) dany € V(H)
dinotasikan dengan (G Ouy H) menghasilkan graf baru yang didapat dengan menempelkan

simpul x dan y sedemikian sehingga graf baru tersebut memiliki (|V(G)|+ |V(H)| — 1)
simpul dan (|E(G)| + |E(H)|) sisi.

Definisi 4. [4] Graf gunung api dengan order dan ukuran n + 3 dinotasikan dengan V,

adalah graf yang isomorfis dengan C3©, ,, Sy, dengan menempelkan simpul v, dari graf
bintang S,, (simpul berderajat n) dengan salah satu simpul pada graf siklus Cs.
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Definisi 5. [13] Graf pot bunga dengan order m + n + 1 dinotasikan dengan C,, — S,
merupakan graf yang diperoleh dengan menggabungkan graf bintang dan graf lingkaran
dengan sebuah sisi yang menghubungkan simpul pusat graf bintang dengan satu simpul
pada graf lingkaran.

Definisi 6. [7] Graf sapu dinotasikan dengan Br, ,, merupakan graf berorder m + n +
1 dan ukuran m + nyang dibangun dari hasil identifikasi graf lintasan P,., dan graf
bintang S, ,, dengan menempelkan simpul pusat graf bintang (simpul berderajat terbesar)
ke salah satu simpul ujung pada graf lintasan.

Definisi 7. [14] Graflili (£,), n = 2 adalah graf yang dibentuk dari dua buah graf bintang
S1n dengan menggabungkan dua buah graf lintasan P,, dengann = 2.

Lemma 8. [8] Jika H adalah subgraf dari graf G, maka A3 1 (H) < 2A3,(G).

Lemma 9. [8] Untuk setiapn = 2,A3,(S,,) = n + 2.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bagian ini akan dibahas tentang teorema terkait nilai minimum span dari graf
gunung api, graf pot bunga, graf sapu, dan graf lili.
1. Graf gunung api

Langkah pertama untuk menentukan nilai minimum span pada graf gunung api yaitu
melakukan penotasian simpul dan sisi pada graf gunung api V,,. Penotasian simpul dan sisi
pada graf gunung api sebagai berikut.
E(V) = {uguy, upuz. uzu U {uyvj; 1 < j < nj
Gambar 1 adalah contoh penotasian simpul dan sisi pada graf gunung api.

V2 w3

Uy

Gambar 1. Graf Gunung Api V,

Teorema 10. Jika V,, adalah graf gunung api dengann = 2, maka A3 ,(V,) = n + 4.
Bukti. Untuk menunjukkan bahwa 431(V,,) = n + 4, maka harus dibuktikan bahwa
A31(V) 2 n +4 dan A34(V;) < n + 4. Perhatikan bahwa graf bintang S,,,, merupakan
salah satu subgraf dari graf gunung api V},. Berdasarkan Lemma 8 dan Lemma 9 diperoleh
A31(V) = Sp4o = n + 4, sehingga terbukti A3 1 (V) = n + 4.

Selanjutnya akan dibangun fungsi f:V(1;) = {0,1,...,n + 4} untuk membuktikan
A31(V;) < n + 4 sebagai berikut.

f(u) =3i—-3, untuki = 1,2, 3.

j+3, untukj =1, 2,

f(v) = {j +4,  untukj=3,4,..,n

Pada fungsi f dapat kita ketahui bahwa setiap simpul berjarak satu memiliki selisih
label minimal tiga dan setiap simpul berjarak dua memiliki selisih label minimal satu.
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Dapat disimpulkan bahwa fungsi f memenuhi syarat pelabelan L(3,1), sehingga
A31(Vy) £n+4.Karenads (V) 2n+4dandz (V) <n+4,makaiz () =n+4.m

2. Graf pot bunga

Graf pot bunga memiliki himpunan simpul V(C,, — S,) = {vo} U {u;;i € [1,m]} U
{vj;j € [1,n]} dan himpunan sisi E(Cp, — Sp,) = {UUp, Uiti4q; 8 € [1,m — 1]} U {uyvp} U
{vov;;j € [1,n]}. llustrasi dari graf pot bunga dapat dilihat pada Gambar 2.

Gambar 2. Graf Pot Bunga C,,, — S,

Teorema 11. Jika C,, — S, adalah graf pot bunga dengan m >3 dan n =5, maka
A31(Cp —Sp) =n+3.
Bukti. Dengan cara yang sama akan ditunjukkan bahwa 43 ; (C,, — S;,) = n + 3. Pandang
bahwa graf bintang S, ,; merupakan subgraf dari graf pot bunga C,, — S,,. Berdasarkan
Lemma 8 dan Lemma 9 diperoleh bahwa A3,(C;;, — S,) = A31(Sp+1) = n + 3, sehingga
A31(Cp — Sp) 21+ 3.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa 13,(C,, —S,) <n+3 yaitu dengan
membangung fungsi f: V(C,, — S,) = {0, 1, ...,n + 3} sebagai berikut.
a. Kasusm =4

7., 29, _
f(u')_{zl —71+16, untuki =1,2,3,
D=
n untuk i = 4.

Jj+2, untukj =1, 2,
f(vj)_{j+3, untuk j = 3,4, ..., n.
b. Kasusm = 0 mod 3
untuki = 0 mod 3dani # n,
untuki = 1mod 3dani #n — 2,
, untuki = 2mod 3dani #n —1,
, untuki=n— 2,
, untuki=n-—1,
7, untuk i = n,
f(vj) =j+3, untukj=1,2 ..,n
c. Kasusm = 1mod 3

-

~

flw) =

e AN =]

0, untuk i = 0 mod 3,
Fluy) = 3, untuk i = 1 mod 3dani # n,
L 6, untuk i = 2 mod 3,
7, untuk i = n.

f(vj) =j+3, untukj=1,2,..,n
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d. Kasusm = 2mod 3
( 0, untuk i = 0 mod 3,
3, untuki =1mod 3dani #n—1,
flu) =16, untuki = 2mod 3dani # n,
4, untuki =n—1,
7, untuk i = n.
f(vj) =j+3, untukj=1,2,..,n
Dengan mudah dapat dibuktikan bahwa fungsi f memenuhi syarat pelabelan L(3,1)
dengan setiap simpul berjarak dua dan setiap simpul berjarak satu berturut-turut
memiliki selisih label minimal 3 dan 1, sehingga terbukti A3 ;(C,, — S,) < n + 3. Karena
A31(Cpp — Sp) 2n+3danA3,(Cp, — Sy) <n+3,makad;;(C,, —Sy) =n+3.m

3. Grafsapu

Himpunan simpul dan sisi pada graf sapu yaitu V(Brn,m) ={u;i€e[1,n]}u {vj ;] €
[0, m]} dan E(Bt,) = {wu;i € [L,n— 1]} U {voul,vovj;j € [1,m]}. Pada Gambar 3
adalah contoh dari graf sapu B7;, .

Gambar 3. Graf Sapu Br;, ,,,

Teorema 12. Untuk setiap m = 2,n = 2, 13,1(Brn_m) =m+ 3.
Bukti. Perhatikan bahwa graf bintang S,,,,; merupakan salah satu subgraf dari graf sapu
B7;, ;- Berdasarkan Lemma 8 dan Lemma 9 diperoleh /13,1(Brn,m) > A31(Sme1) =m+ 3.
Selanjutnya akan ditunjukkan batas atas dari Teorema 12 dengan mengkontruksi fungsi
f:V(Btym) = {0,1, ..., m + 3} sebagai berikut.
0, untuk j = 0,
f(vj)_{j+3, untukj =1,2,..,m.
0, untuk i = 0 mod 3,
flu) = { 3, untuk i = 1 mod 3,
6, untuk i = 2 mod 3.
Perhatikan bahwa pada fungsi f setiap simpul bertetangga (berjarak satu) memiliki
selisih label minimal 3 dan simpul berjarak dua memiliki selisih label minimal satu,
sehingga 13,1(Brn,m) < m + 3. Terbukti bahwa 13,1(Brn,m) =m+3.n

4. Graflili
Sebelum menganalisis nilai minimum span pada graf lili, disajikan himpunan
simpul dan sisi sebagai berikut.
V£, ={vli=1,2,..,n}u {uj|j =1,2, ,n} Ufxglk=1,2,..,n—1} U {y]l
=12,..,n—-1}
E(t,) = {voxl,voyl,vovl-,vouj|i =12,..n;j=1,2, ,n} U{xpxrslk=1,2,...,n— 2}

V) {3’1}’1+1|l = 1, 2, e, — 2}
[lustrasi graf lili (¢,,) dapat dilihat pada Gambar 4.
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@o---@
le—l x3

Gambar 4. Graf Lili #,,

Teorema 13. Jika £,, adalah graf'lili dengan n = 3, maka A3 ;(£,) = 2n + 4.
Bukti. Akan ditunjukkan bahwa A3 ;(£,,) = 2n + 4. Diketahui bahwa graf bintang S5,
adalah subgraf dari graf lili ¢,,. Berdasarkan Lemma 8 dan Lemma 9 diperoleh 43 ; (£,,) =
A31(Son+2) = 2n + 4, sehingga A5, (£,) = 2n + 4.
Selanjutnya didefinisikan fungsi f:V(¢,) = {0,1, ...,2n + 4} untuk menunjukkan

A31(£y) < 2n + 4 sebagai berikut.

flw)=2j+3, untukj =1,2,..,n.

f(v;) =2i+4, untuki =1,2,...,n.

0, untuk k = 0 mod 3,

fx) = {3, untuk k = 1 mod 3,

6, untuk k = 2 mod 3.
1, untuk [ = 0 mod 3,

fo = {4, untuk [ = 1 mod 3,
7, untuk [l = 2 mod 3.
Jelas bahwa fungsi memenuhi syarat pelabelan L(3,1), sehingga 43:(¢,) < 2n + 4.

Karena A3, (£,) = 2n+4danl34(¢,) < 2n+4,makal; (£,) =2n+4. m

PENUTUP

Berdasarkan hasil dan pembahasan, diperoleh bahwa A3,(V,,) = n + 4,43 1(Cp, —
Sy =n+ 3,13,1(Brn,m) =m+ 3, dan A3,(¢,) = 2n + 4. Peneliti menyarankan kepada
peneliti lain untuk melakukan penelitian tentang pelabelan L(3,1) pada kelas graf
berbeda atau mengaplikasikan pelabelan L(3,1) pada permasalahan sehari-hari.
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