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Abstrak 
Grup 𝐺 disebut Grup Dihedral dengan order 2𝑛, dinotasikan 𝐷2𝑛, untuk bilangan asli 𝑛 yang lebih 
besar dari 3 merupakan grup yang dibangun oleh dua element berbeda yaitu 𝑎 dan 𝑏. Graf Pangkat 
dari grup dihedral 𝐷2𝑛 adalah graf yang semua simpulnya merupakan semua element dari 𝐷2𝑛. 
Lebih jah, dua simpul berbeda, 𝑎 dan 𝑏, dikatakan bertetangga jika dan hanya jika 𝑎𝑥 = 𝑏 atau 
𝑏𝑦 = 𝑎 dengan 𝑥 dan 𝑦 bilangan bulat positif. Pada artikel ini akan dikaji beberapa indeks topologi 
dari graf pangkat untuk grup dihedral, yaitu indeks Randic, Harmonik, dan Hyper-Wiener. Hasil 
penelitian ini berupa rumus umum dari indeks topologi dari graf pangkat grup dihedral. 

Kata Kunci:  
grup dihedral, graf pangkat, Randic, Harmonik, Hyper-Wiener 

 
 

PENDAHULUAN 

Teori Graf adalah salah satu konsep matematika yang saat ini sedang mengalami 
pertumbuhan yang cukup pesat. Teori graf, diperkenalkan pada tahun 1736 oleh 
matematikawan Swiss bernama Leonard Euler dalam upaya untuk menyelesaikan 
permasalahan tentang jembatan Konigsberg [1]. Pengaplikasian graf sudah banyak 
digunakan dalam berbagai konteks, misalnya dalam bidang kimia. Dalam bidang kimia, 
konsep teori graf digunakan untuk menggambarkan struktur molekul, dengan 
menginisialisasikan himpunan simpul sebagai atomnya dan himpunan sisi sebagai ikatan 
antara atom-atom tersebut. 

Teori graf juga sering diterapkan dalam bidang matematika. Beberapa jenis graf 
yang sering digunakan meliputi graf pangkat, graf irisan, graf koprima, graf non-koprima, 
dan berbagai jenis graf lainnya. Graf-graf ini sering digunakan untuk merepresentasikan 
grup, sehingga dalam penelitian teori graf sering dikombinasikan dengan teori grup. Salah 
satu jenis grup yang menarik untuk dibahas bentuk representasinya adalah grup dihedral. 
Grup dihedral 𝐷2𝑛 merupakan grup simetri dari poligon beraturan yang terdiri dari unsur 
rotasi dan unsur refleksi [2]. Berbagai jenis graf telah dihasilkan sebagai representasi dari 
grup, salah satunya adalah graf pangkat.  

Penelitian tentang representasi graf pada suatu grup telah banyak dilakukan. 
Beberapa diantaranya yaitu pada penelitian oleh [3] yang meneliti tentang representasi 
dari graf pangkat pada grup bilangan bulat modulo yang berorde prima, graf prima 
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koprima dari grup bilangan bulat modulo [4], [5]. Selanjutnya penelitian lain yang 
dilakukan oleh [6] pada penelitiannya tentang graf irisan dari grup dihedral 𝐷2𝑛 dan 
numerical invariants-nya. Penelitian serupa yang membahas grup dihedral 𝐷2𝑛 telah 
dilakukan oleh [7] terkait dengan jenis graf yang dibentuk oleh graf pangkat dari grup 
dihedral 𝐷2𝑛 serta menentukan derajat, radius, dan diameter graf pangkat dari grup 
dihedral 𝐷2𝑛. 

Lebih lanjut, dalam ilmu matematika penerapan teori graf digunakan untuk 
menentukan indeks topologi. Indeks topologi adalah metrik yang digunakan untuk 
mengukur karakteristik graf seperti jarak, kerapatan, atau sifat-sifat khusus lainnya [8]. 
Beberapa indeks topologi yang dikenal meliputi indeks Harmonik[9], indeks Randic[10], 
dan indeks Hyper-Wiener[11]. Penelitian mengenai indeks topologi telah dilakukan oleh 
[8] tentang indeks Hyper-Wiener dan indeks Padmakar-Ivan dari graf koprima pada grup 
dihedral. Penelitian lainnya tentang beberapa indeks topologi dari graf pangkat pada grup 
dihedral yaitu oleh [12] yang membahas indeks Zagreb Pertama, index Wiener, dan indeks 
Gutman dari graf pangkat pada grup dihedral. Indeks topologi serupa juga telah dikaji 
pada graf koprima untuk grup dihedral dengan order pangkat prima [13]. 

Berdasarkan uraian di atas, indeks topologi dari suatu graf pada grup merupakan 
pembahasan yang menarik untuk dikaji. Oleh karena itu, penulis tertarik untuk 
melakukan penelitian tentang indeks topologi dari graf pangkat pada grup dihedral. 
Adapun indeks topologi yang digunakan yaitu indeks Harmonik, Hyper-Wiener, dan 
Randic dari graf pangkat pada grup dihedral 𝐷2𝑛. 

 
LANDASAN TEORI 

Grup 𝐺 disebut Grup Dihedral dengan order 2𝑛 untuk bilangan asli 𝑛 ≥ 3 
merupakan grup yang dibangun oleh dua element berbeda yaitu 𝑎 dan 𝑏. Lebih jauh, grup 
𝐺 dinotasikan sebagai 

𝐺 = 〈𝑎, 𝑏 | 𝑎𝑛 = 𝑒, 𝑏2 = 𝑒, 𝑏𝑎𝑏−1  =  𝑎−1〉. 
Selanjutnya, grup dihedral dinotasikan 𝐷2𝑛. Angota grup 𝐷2𝑛 dapat dituliskan sebagai 
berikut 

𝐷2𝑛 = {𝑒, 𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎𝑛−1, 𝑏, 𝑎𝑏, 𝑎2𝑏, 𝑎3𝑏, … , 𝑎𝑛−1𝑏}. 
Graf Pangkat dari grup dihedral 𝐷2𝑛 adalah graf yang semua simpulnya merupakan 

semua element dari 𝐷2𝑛. Dua simpul berbeda, 𝑎 dan 𝑏, dikatakan bertetangga jika dan 
hanya jika 𝑎𝑥 = 𝑏 atau 𝑏𝑦 = 𝑎 dengan 𝑥 dan 𝑦 bilangan bulat positif [14]. 
 
Contoh 2.1 Misalkan diberikan grup dihedral 𝐷2𝑛 dengan 𝑛 = 22 = 4 yaitu 𝐷2.22 =
{𝑒, 𝑎, 𝑎, 𝑎2, 𝑎3, 𝑏, 𝑎𝑏, 𝑎2𝑏, 𝑎3𝑏}. Pangkat dari masing-masing elemen di 𝐷2.22  disajikan 
sebagai berikut. 

Pangkat 𝒆 𝒂 𝒂𝟐 𝒂𝟑 𝒃 𝒂𝒃 𝒂𝟐𝒃 𝒂𝟑𝒃 
1 𝑒 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 
2 𝑒 𝑎2 𝑒 𝑎2 𝑒 𝑒 𝑒 𝑒 
3 𝑒 𝑎3 𝑎2 𝑎 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 
4 𝑒 𝑒 𝑒 𝑒 𝑒 𝑒 𝑒 𝑒 

 
Oleh karena itu, diperoleh graf 𝐷2.22  
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Gambar 1. Graf Lengkap pada Grup Dihedral 𝐷2.22  

 
Indeks harmonik merupakan salah satu ukuran dalam teori graf yang digunakan 

untuk menggambarkan sifat keterhubungan antar simpul berdasarkan derajatnya. Indeks 
ini didefinisikan sebagai jumlah kontribusi dari setiap sisi, yang nilainya dipengaruhi oleh 
derajat simpul-simpul yang dihubungkannya. 
 
Definisi 2.2. [15] Indeks Harmonik dari graf 𝐷2𝑛, dinotasikan 𝐻(𝐷2𝑛), didefinisikan 
sebagai 

𝐻(𝒫(𝐷2𝑛)) = ∑
2

deg(𝑢) + deg(𝑣)
𝑢𝑣∈𝐸(𝐷2𝑛)

 

dengan 𝑑𝑒𝑔(𝑢) dan 𝑑𝑒𝑔(𝑣) merupakan derajat simpul 𝑢 dan 𝑣. 
 
Berikut peritungan nilai indeks Harmonik untuk graf 𝐷2.22 . Perhatikan Gambar 3.1 

𝐻(𝒫(𝐷2.22)) = ∑
2

deg(𝑢) + deg(𝑣)
𝑢𝑣∈𝐸(𝒫(𝐷2.22) )

 

=
2

deg(𝑒) + deg(𝑎)
+  

2

deg(𝑒) + deg(𝑎2)
+

2

deg(𝑒) + deg(𝑎3)

+
2

deg(𝑒) + deg(𝑏)
+

2

deg(𝑒) + deg(𝑎𝑏)
+

2

deg(𝑒) + deg(𝑎2𝑏)

+
2

deg(𝑒) + deg(𝑎3𝑏)
+

2

deg(𝑎) + deg(𝑎2)
+

2

deg(𝑎) + deg(𝑎3)
 

=
2

7 +3
+  

2

7 + 3
+

2

7 +3
+

2

7 +1
+

2

7 +1
+

2

7 +1
+

2

7 +1
+

2

3 +3
+

2

3 +3

+
2

3 +3
 

=
6

10
+

8

8
+

6

6
 

𝐻(𝒫(𝐷2.22)) =
13

5
 

Jadi, nilai indeks Harmonik dari graf pangkat 𝐷2.22  adalah 
13

5
. 

 
Indeks ini didefinisikan sebagai jumlah jarak terpendek antara semua pasangan 

simpul dalam sebuah graf. Dengan demikian, indeks Wiener dapat memberikan gambaran 
tentang struktur dan keterhubungan graf secara keseluruhan. 
 
Definisi 2.3. [16] Indeks Hyper-Wiener dari graf 𝐷2𝑛, dinotasikan 𝑊𝑊(𝐷2𝑛), didefinisikan 
sebagai 
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𝑊𝑊(𝐷2𝑛) =
1

2
( ∑ 𝑑(𝑢, 𝑣) + 𝑑2(𝑢, 𝑣)

𝑢,𝑣∈𝑉(𝐷2𝑛)

) 

dengan 𝑑(𝑢, 𝑣) merupakan jarak simpul 𝑢 dan 𝑣. 
 
Nilai indeks Hyper-Wiener untuk graf 𝐷2.22  adalah 64. Perhatikan, 

𝑊𝑊(𝒫(𝐷2.22)) =
1

2
( ∑ 𝑑(𝑢, 𝑣) + 𝑑2(𝑢, 𝑣)

𝑢,𝑣∈𝑉(𝐷2𝑛)

) 

=
1

2
((𝑑(𝑒, 𝑎) + 𝑑2(𝑒, 𝑎)) + (𝑑(𝑒, 𝑎2) + 𝑑2(𝑒, 𝑎2))

+ (𝑑(𝑒, 𝑎3) + 𝑑2(𝑒, 𝑎3)) + (𝑑(𝑒, 𝑏) + 𝑑2(𝑒, 𝑏)) + (𝑑(𝑒, 𝑎𝑏) + 𝑑2(𝑒, 𝑎𝑏))

+ (𝑑(𝑒, 𝑎2𝑏) + 𝑑2(𝑒, 𝑎2𝑏)) + (𝑑(𝑒, 𝑎3𝑏) + 𝑑2(𝑒, 𝑎3𝑏))

+ (𝑑(𝑎, 𝑎2) + 𝑑2(𝑎, 𝑎2)) + (𝑑(𝑎, 𝑎3) + 𝑑2(𝑎, 𝑎3)) + (𝑑(𝑎, 𝑏) + 𝑑2(𝑎, 𝑏))

+ (𝑑(𝑎, 𝑎𝑏) + 𝑑2(𝑎, 𝑎𝑏)) + (𝑑(𝑎, 𝑎2𝑏) + 𝑑2(𝑎, 𝑎2𝑏))

+ (𝑑(𝑎, 𝑎3𝑏) + 𝑑2(𝑎, 𝑎3𝑏)) + (𝑑(𝑎2, 𝑎3) + 𝑑(𝑎2, 𝑎3))

+ (𝑑(𝑎2, 𝑏) + 𝑑2(𝑎2, 𝑏)) + (𝑑(𝑎2, 𝑎𝑏) + 𝑑2(𝑎2, 𝑎𝑏))

+ (𝑑(𝑎2, 𝑎2𝑏) + 𝑑2(𝑎2, 𝑎2𝑏)) + (𝑑(𝑎2, 𝑎3𝑏) + 𝑑2(𝑎2, 𝑎3𝑏))

+ (𝑑(𝑎3, 𝑏) + 𝑑2(𝑎3, 𝑏)) + (𝑑(𝑎3, 𝑎𝑏) + 𝑑2(𝑎3, 𝑎𝑏))

+ (𝑑(𝑎3, 𝑎2𝑏) + 𝑑2(𝑎3, 𝑎2𝑏)) + (𝑑(𝑎3, 𝑎3𝑏) + 𝑑2(𝑎3, 𝑎3𝑏))

+ (𝑑(𝑏, 𝑎𝑏) + 𝑑2(𝑏, 𝑎𝑏)) + (𝑑(𝑏, 𝑎2𝑏) + 𝑑2(𝑏, 𝑎2𝑏))

+ (𝑑(𝑏, 𝑎3𝑏) + 𝑑2(𝑏, 𝑎3𝑏)) + (𝑑(𝑎𝑏, 𝑎2𝑏) + 𝑑2(𝑎𝑏, 𝑎2𝑏))

+ (𝑑(𝑎𝑏, 𝑎3𝑏) + 𝑑2(𝑎𝑏, 𝑎3𝑏))  + (𝑑(𝑎2𝑏, 𝑎3𝑏) + 𝑑2(𝑎2𝑏, 𝑎3𝑏))) 

=
1

2
((1 + 12) + (1 + 12) + (1 + 12) + (1 + 12) + (1 + 12) + (1 + 12)

+ (1 + 12) + (1 + 12) + (1 + 12) + (2 + 22) + (2 + 22) + (2 + 22)
+ (2 + 22) + (1 + 12) + (2 + 22) + (2 + 22) + (2 + 22) + (2 + 22)
+ (2 + 22) + (2 + 22) + (2 + 22) + (2 + 22) + (2 + 22) + (2 + 22)

+ (2 + 22) + (2 + 22) + (2 + 22)  + (2 + 22)) 

𝐻(𝒫(𝐷2.22)) = 64 

Jadi, nilai indeks Harmonik dari graf pangkat 𝐷2.22  adalah 
13

5
. 

 
Indeks Randic dari graf 𝐷2𝑛 merupakan jumlahan dari akar perkalian derajat dua 

simpul berbeda. 
 
Definisi 2.4. [17] Indeks Randic dari graf 𝐷2𝑛 , dinotasikan 𝑅(𝐷2𝑛) didefinisikan sebagai 

𝑅(𝒫(𝐷2𝑛)) = ∑ (deg(𝑢) deg(𝑣))

𝑢𝑣∈𝐸(𝐷2𝑛)

−
1
2
 

Perhatikan contoh perhtiungan indkes Randic pada graf 𝒫(𝐷2.22) 

𝑅(𝒫(𝐷2.22)) = ∑ (deg(𝑢) deg(𝑣))−
1
2

𝑢𝑣∊𝐸(𝐷2.22)
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= (deg(𝑒) deg(𝑎))−
1
2 + (deg(𝑒) deg(𝑎2))−

1
2 + (deg(𝑒) deg(𝑎3))−

1
2

+ (deg(𝑒) deg(𝑏))−
1
2 + (deg(𝑒) deg(𝑎𝑏))−

1
2 + (deg(𝑒) deg(𝑎2𝑏))−

1
2

+ (deg(𝑒) deg(𝑎3𝑏))−
1
2 + (deg(𝑎) deg(𝑎2))−

1
2 + (deg(𝑎) deg(𝑎3))−

1
2

+ (deg(𝑎2) deg(𝑎3))−
1
2 

= (7 ⋅ 3)−
1
2 + (7 ⋅ 3)−

1
2 + (7 ⋅ 3)−

1
2 + (7 ⋅ 1)−

1
2 + (7 ⋅ 1)−

1
2 + (7 ⋅ 1)−

1
2

+ (7 ⋅ 1)−
1
2 + (3 ⋅ 3)−

1
2 + (3 ⋅ 3)−

1
2 + (3 ⋅ 3)−

1
2 

𝑅(𝒫(𝐷2.22)) = 3. 21−
1
2 + 4.7−

1
2 + 3. (32)−

1
2 

Jadi, nilai indeks Randic dari graf 𝒫(𝐷2.22) adalah 3. 21−
1

2 + 4.7−
1

2 + 3. (32)−
1

2 
 
Teorema 2.5. [12] Jika 𝑛 = 𝑝𝑚 dengan 𝑝 bilangan prima dan suatu 𝑚 bilangan asli, maka 
graf pangkat dari grup dihedral 𝐷2𝑛 memuat 𝐾𝑛 dan 𝐾1,𝑛 sebagai subgraf dengan 𝑉(𝐾𝑛) ∩
 𝑉(𝐾1,𝑛) = {𝑒} 
 
Teorema 2.6. [12] Derajat simpul graf pangkat dari grup dihedral adalah 

a. deg(𝑒) = 2𝑛 − 1 

b. deg(𝑎𝑖) = 𝑛 − 1 untuk setiap 𝑖 ∈ ℤ, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 

c. deg(𝑎𝑗𝑏) = 1 untuk setiap 𝑗 ∈ ℤ, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 

 
HASIL DAN PEMBAHASAN 

Berdasarkan tinjauan literatur yang dilakukan, beberapa teorema terkait dengan 
indeks Harmonic, Hyper-Wiener, dan Randic dari graf pangkat pada grup dihedral 
diperoleh. 
Teorema 3.1. Misalkan 𝒫(𝐷2𝑛) merupakan graf pangkat pada grup dihedral dengan 𝑛 ≥
3. Indeks Harmonik dari 𝒫(𝐷2𝑛) adalah 

𝐻(𝒫(𝐷2𝑛)) =
3𝑛2 + 2𝑛 − 4

6𝑛 − 4
. 

Bukti. Misalkan 𝒫(𝐷2𝑛) merupakan graf pangkat pada grup dihedral dengan 𝑛 ≥ 3. 
Berdasarkan Teorema 2.5, simpul pada graf pangkat dari grup 𝒫(𝐷2𝑛) dapat dipartisi 
menjadi 3 bagian: 

𝑉1 = {𝑎, 𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎𝑛−1} 
𝑉2 = {𝑏, 𝑎𝑏, 𝑎2𝑏, 𝑎3𝑏, … , 𝑎𝑛−1𝑏} 
𝑉3 = {𝑒} 

Oleh karena itu, pembuktian indeks Harmonik pada graf pangkat dari grup dihedral akan 
dibagi menjadi 5 kasus 
Kasus 1. Untuk setiap 𝑢1, 𝑣1 ∈ 𝑉1 dengan 𝑢1 ≠ 𝑣1 
Berdasarkan Teorema 2.6 diketahui bahwa deg(𝑢) = deg(𝑣) = 𝑛 − 1 dan |𝑉1| = 𝑛 − 1 
serta berdasarkan Teorema 2.5 didapat bahwa graf yang terbentuk dari himpunan simpul 
𝑉1 adalah graf lengkap. Karena terdapat 𝑛 − 1 simpul dan diambil dua simpul berbeda, 
maka didapat banyaknya kombinasi dua simpul berbeda sama dengan 𝐶2

𝑛−1 sehingga 
diperoleh 

∑
2

deg(𝑢1) + deg(𝑣1)
𝑢1𝑣1∈𝐸

= 𝐶2
𝑛−1 (

2

(𝑛 − 1) +  (𝑛 − 1)
) 

= (
(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)

2
) (

2

2𝑛 − 2
) 
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∑
2

deg(𝑢) + deg(𝑣)
𝑢1𝑣1∈𝐸

=
𝑛 − 2

2
 

Kasus 2 Untuk setiap 𝑢1 ∈ 𝑉1 dan 𝑣3 ∈ 𝑉3 
Berdasarkan Teorema 2.6 diketahui bahwa deg(𝑢1) = 𝑛 − 1 ,  deg(𝑣3) = 2𝑛 − 1 dengan 
|𝑉1| = 𝑛 − 1 dan |𝑉3| = 1. Selanjutnya berdasarkan definisi indeks Harmonik, maka 
jumlah pasangan simpul dari himpunan 𝑉1 dan 𝑉3 sebanyak (𝑛 − 1)(1) sehingga 
diperoleh 

∑
2

deg(𝑢1) + deg(𝑣3)
𝑢1𝑣3∈𝐸

= (𝑛 − 1)(1) (
2

(𝑛 − 1) + (2𝑛 − 1)
) 

= (𝑛 − 1) (
2

(3𝑛 − 2)
) 

∑
2

deg(𝑢1) + deg(𝑣3)
𝑢1𝑣3∈𝐸

=
2𝑛 − 2

3𝑛 − 2
 

Kasus 3 Untuk setiap 𝑢2 ∈ 𝑉2 dan 𝑣3 ∈ 𝑉3   
Berdasarkan Teorema 2.6 diketahui bahwa deg(𝑢2) = 1 ,  deg(𝑣3) = 𝑛 dengan |𝑉2| = 𝑛 
dan |𝑉3| = 1. Selanjutnya berdasarkan definisi indeks Harmonik, maka jumlah pasangan 
simpul dari himpunan 𝑉2 dan 𝑉3 sebanyak (𝑛)(1) sehingga diperoleh 

∑
2

deg(𝑢) + deg(𝑣)
𝑢2𝑣3∈𝐸

= (𝑛)(1) (
2

1 +  (2𝑛 − 1)
) 

= (𝑛) (
2

2𝑛
) 

∑
2

deg(𝑢) + deg(𝑣)
𝑢2𝑣3∈𝐸

= 1 

Oleh karena itu, dengan menjumlahkan ketiga kasus tersebut, diperoleh indeks Harmonik 
dari 𝒫(𝐷2𝑛) sebagai berikut  

𝐻(𝒫(𝐷2𝑛)) = ∑
2

deg(𝑢) + deg(𝑣)
𝑢𝑣∈𝐸(𝐷2𝑛)

 

=
𝑛 − 2

2
+

2𝑛 − 2

3𝑛 − 2
+ 1 

𝐻(𝒫(𝐷2𝑛)) =
3𝑛2 + 2𝑛 − 4

6𝑛 − 4
 

Sehingga, diperoleh rumus umum indeks Harmonik dari graf pangkat pada grup dihedral 

𝐷2𝑛 yaitu 
3𝑛2+2𝑛−4

6𝑛−4
. 

 
Teorema 3.2 Misalkan 𝒫(𝐷2𝑛) dengan 𝑛 = 𝑝𝑚 untuk bilangan prima 𝑝 dan bilangan asli 
𝑚 serta 𝑛 ≥ 3 merupakan graf pangkat pada grup dihedral dengan 𝑛 ≥ 3. Indeks Randic 
dari 𝒫(𝐷2𝑛) adalah 

𝑅(𝒫(𝐷2𝑛)) =
(𝑛 − 2)

2
+

(𝑛 − 1)
1
2

 (2𝑛 − 1)
1
2

+ 𝑛(2𝑛 − 1)−
1
2 

Bukti. Pada pembuktian indeks Randic dari graf pangkat grup dihedral akan dibagi 
menjadi 3 kasus. Menggunakan asumsi yang sama dengan Teorema 2.1, maka diperoleh 
Kasus 1 Untuk setiap 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉1 dimana 𝑢 ≠ 𝑣 

∑ (deg(𝑢) deg(𝑣))−
1
2

𝑢,𝑣∈𝑉1

= 𝐶2
𝑛−1((𝑛 − 1) (𝑛 − 1))

−
1
2 
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=
(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)!

2! (𝑛 − 3)!
(𝑛 − 1)−1 

∑ (deg(𝑢) deg(𝑣))−
1
2

𝑢,𝑣∈𝑉1

=
𝑛 − 2

2
 

Kasus 2 Untuk setiap 𝑢 ∈ 𝑉1 dan 𝑣 ∈ 𝑉3  

∑ (deg(𝑢) deg(𝑣))−
1
2

𝑢∈𝑉1,𝑣∈𝑉3

= (𝑛 − 1)(1)((𝑛 − 1) (2𝑛 − 1))
−

1
2 

= (𝑛 − 1)
1
2 (2𝑛 − 1)−

1
2 

∑ (deg(𝑢) deg(𝑣))−
1
2

𝑢∈𝑉1,𝑣∈𝑉3

=
(𝑛 − 1)

1
2

 (2𝑛 − 1)
1
2

 

Kasus 3 Untuk setiap 𝑢 ∈ 𝑉2 dan 𝑣 ∈ 𝑉3 

∑ (deg(𝑢) deg(𝑣))−
1
2

𝑢∈𝑉2,𝑣∈𝑉3

= (𝑛)(1)((1)(2𝑛 − 1))
−

1
2 

∑ (deg(𝑢) deg(𝑣))−
1
2

𝑢∈𝑉2,𝑣∈𝑉3

= 𝑛(2𝑛 − 1)−
1
2 

Oleh karena itu, dengan menjumlahkan ketiga kasus tersebut, diperoleh indeks Randic 
dari 𝒫(𝐷2𝑛) sebagai berikut  

𝑅(𝒫(𝐷2𝑛)) = ∑ (deg(𝑢) deg(𝑣))−
1
2

𝑢,𝑣∈𝒫(𝐷2𝑛)

 

𝑅(𝒫(𝐷2𝑛)) =
𝑛 − 2

2
+

(𝑛 − 1)
1
2

 (2𝑛 − 1)
1
2

+ 𝑛(2𝑛 − 1)−
1
2 

Sehingga, diperoleh rumus umum indeks Randic dari graf pangkat pada grup dihedral 

𝐷2𝑛 yaitu 
(𝑛−2)

2
+

(𝑛−1)
1
2

 (2𝑛−1)
1
2

+ 𝑛(2𝑛 − 1)−
1

2. 

 
Teorema 3.3 Misalkan 𝒫(𝐷2𝑛) merupakan graf pangkat pada grup dihedral dengan 𝑛 ≥
3. Indeks Hyper-Wiener dari 𝒫(𝐷2𝑛) adalah 

𝑊𝑊(𝒫(𝐷2𝑛)) = 5𝑛2 − 4𝑛 

Bukti. Pada pembuktian indeks Harmonik dari graf pangkat grup dihedral akan dibagi 
menjadi 5 kasus. Menggunakan asumsi yang sama dengan Teorema 3.1, maka diperoleh 
Kasus 1. Untuk setiap 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉1 dengan 𝑢 ≠ 𝑣 

1

2
∑ (𝑑(𝑢, 𝑣) + 𝑑(𝑢, 𝑣)2)

𝑢,𝑣∈𝑉1

=
1

2
𝐶2

𝑛−1(1 + 12) 

=
1

2
(

(𝑛 − 1)!

2! (𝑛 − 3)!
(2)) 

=
1

2
(

(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)!

2(𝑛 − 3)!
(2)) 

=
1

2
(𝑛 − 1)(𝑛 − 2) 

1

2
∑ (𝑑(𝑢, 𝑣) + 𝑑(𝑢, 𝑣)2)

𝑢,𝑣∈𝑉1

=
1

2
𝑛2 −

3

2
𝑛 + 1 
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Kasus 2. Untuk setiap 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉2 dengan 𝑢 ≠ 𝑣 
Karena semua anggota 𝑉2 hanya bertetangga dengan 𝑒 (anggota 𝑉3) sehingga terbentuk 
graf bintang, maka jarak dua simpul berbeda adalah 2, 𝑑(𝑢, 𝑣) = 2 untuk setiap 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉2. 
Dengan alasan yang sama pada bukti Teorema 3.1 (Kasus 2) maka banyaknya dua simpul 
yang terhubung adalah 𝐶2

𝑛. Sehingga diperoleh 
1

2
∑ (𝑑(𝑢, 𝑣) + 𝑑(𝑢, 𝑣)2)

𝑢,𝑣∈𝑉2

=
1

2
𝐶2

𝑛(2 + 22) 

=
1

2
(

𝑛!

2(𝑛 − 2)!
(6)) 

=
1

2
(

𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)!

2(𝑛 − 2)!
(6)) 

=
1

2
(3𝑛(𝑛 − 1)) 

1

2
∑ (𝑑(𝑢, 𝑣) + 𝑑(𝑢, 𝑣)2)

𝑢,𝑣∈𝑉2

=
3

2
𝑛2 −

3

2
𝑛 

Kasus 3. Untuk setiap 𝑢 ∈ 𝑉1  dan 𝑣 ∈ 𝑉3  
1

2
∑ (𝑑(𝑢, 𝑣) + 𝑑(𝑢, 𝑣)2)

𝑢∈𝑉1,𝑣∈𝑉3 

=
1

2
(𝑛 − 1)(1)(1 + 12) 

=
1

2
(𝑛 − 1)(2) 

1

2
∑ (𝑑(𝑢, 𝑣) + 𝑑(𝑢, 𝑣)2)

𝑢∈𝑉1,𝑣∈𝑉3

= 𝑛 − 1 

Kasus 4. Untuk setiap 𝑢 ∈ 𝑉2  dan 𝑣 ∈ 𝑉3 
1

2
∑ (𝑑(𝑢, 𝑣) + 𝑑(𝑢, 𝑣)2)

𝑢∈𝑉1,𝑣∈𝑉3 

=
1

2
(𝑛)(1)(1 + 12) 

=
1

2
(𝑛)(2) 

1

2
∑ (𝑑(𝑢, 𝑣) + 𝑑(𝑢, 𝑣)2)

𝑢∈𝑉1,𝑣∈𝑉3

= 𝑛 

Kasus 5. Untuk setiap 𝑢 ∈ 𝑉1  dan 𝑣 ∈ 𝑉2 
Karena 𝑉1 dan 𝑉2 bertetangga dengan 𝑒 (anggota 𝑉3) akan tetapi setiap simpul pada  
𝑉1 dan 𝑉2 tidak bertetangga, maka jarak dua simpul berbeda untuk setiap 𝑢 ∈ 𝑉1  dan 𝑣 ∈
𝑉2 adalah 2, 𝑑(𝑢, 𝑣) = 2. Dengan alasan yang sama pada bukti Teorema 3.1 (Kasus 5) 
maka banyaknya dua simpul yang terhubung adalah (𝑛 − 1)(𝑛). Sehingga diperoleh 

1

2
∑ (𝑑(𝑢, 𝑣) + 𝑑(𝑢, 𝑣)2)

𝑢∈𝑉1,𝑣∈𝑉2 

=
1

2
(𝑛 − 1)(𝑛)(2 + 22) 

=
1

2
(𝑛 − 1)(𝑛)(6) 

1

2
∑ (𝑑(𝑢, 𝑣) + 𝑑(𝑢, 𝑣)2)

𝑢∈𝑉1,𝑣∈𝑉2

= 3𝑛2 − 3𝑛 

Maka berdasarkan kelima kasus tersebut dan Teorema 3.2, diperoleh indeks Hyper-
Wiener dari 𝒫(𝐷2𝑛) sebagai berikut 

𝑊𝑊(𝒫(𝐷2𝑛)) =
1

2
∑ (𝑑(𝑢, 𝑣) + 𝑑(𝑢, 𝑣)2)

𝑢,𝑣∈𝒫(𝐷2𝑛) 
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= (
1

2
𝑛2 −

3

2
𝑛 + 1) + (

3

2
𝑛2 −

3

2
𝑛) + (𝑛 − 1) + (𝑛) + (3𝑛2 − 3𝑛) 

𝑊𝑊(𝒫(𝐷2𝑛)) = 5𝑛2 − 4𝑛 

Sehingga, diperoleh rumus umum indeks Hyper-Wiener dari graf pangkat pada grup 
dihedral 𝐷2𝑛 yaitu 5𝑛2 − 4𝑛. 
 
KESIMPULAN 

Dari paparan pada section pembahasan, diperoleh bahwa rumus umum dari indeks 
Harmonik, Hyper Wiener, dan Randic dari graf pangkat pada grup dihedral berturut-turut 

adalah 𝐻(𝒫(𝐷2𝑛)) =
3𝑛2+2𝑛−4

6𝑛−4
, 𝑅(𝒫(𝐷2𝑛)) =

(𝑛−2)

2
+

(𝑛−1)
1
2

 (2𝑛−1)
1
2

+ 𝑛(2𝑛 − 1)−
1

2, dan 

𝑊𝑊(𝒫(𝐷2𝑛)) = 5𝑛2 − 4𝑛. 
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