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Abstrak 
Penelitian ini mengkaji model matematika yang ditunjukkan untuk dinamika HIV/AIDS dengan 
menggunakan sel CD4+T yang lemah. Model ini mempertimbangkan tiga kategori sel yang 
berbeda: sel CD4+T yang tidak terinfeksi, sel CD4+T terinfeksi, dan virus. Angka reproduksi 
dasar telah dihitung dengan menggunakan metode matriks generasi selanjutnya. Model ini 
menunjukkan dua keadaan yaitu pada keadaan dimana tidak ada virus, dan pada keadaan 
dimana terdapat virus dan sel T yang terinfeksi. Simulasi numerik dibagi menjadi tiga simulasi 
ketika angka reproduksi dasar kurang dari, lebih besar dari, dan sama dengan satu, dengan 
menggunakan nilai-nilai parameter dan populasi awal. Simulasi pertama dilakukan dengan 
meningkatkan nilai kontak dari sel CD4+T dan sel virus dan nilai sel terinfeksi. Simulasi kedua 
dilakukan dengan menurunkan nilai kontak dari sel CD4+T dan sel virus dan nilai sel terinfeksi. 
Simulasi terakhir dilakukan denga menurunkan nilai peningkatan sel CD4+T. 

Kata Kunci: 
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PENDAHULUAN 

Penyakit HIV/AIDS merupakan suatu penyakit yang terus berkembang dan 
menjadi masalah global yang melanda dunia. Menurut data WHO (World Health 
Organization) tahun 2021, penemuan kasus HIV (Human Immunodeficiency Virus) di 
dunia pada tahun 2021 mencapai 84,2 juta kasus, dimana sebanyak 40,1 juta penderita 
meninggal karena AIDS (Acquired Immunodeficiency Syndrome) [1]. AIDS tidak 
sepenuhnya dapat disembuhkan dan merupakan infeksi serius yang menyerang sistem 
kekebalan tubuh. HIV menurunkan fungsi kekebalan tubuh untuk melawan infeksi 
akibat penularan. Literatur biologi mengindiksikan bahwa HIV menginfeksi sel-sel 
pembantu CD4+T. Stase utama penyakit ini dikategorikan berdasarkan respon virus 
yang kuat, yang harus dibalas dengan kekebalan tubuh yang juga kuat. Pada fase kedua 
infeksi HIV, sel-sel terinfeksi tidak memiliki gejala, meskipun mengalami replikasi 
dengan cepat, yang berefek pada perkembangan AIDS [2-4]. 

Dua puluh tahun terakhir, banyak model matematika deterministik dan stokastik 
yang menjelaskan dan  menunjukkan tingkah  laku sistem imun tubuh yang terinfeksi 
HIV. [5] Pemodelan  matematika merupakan salah satu cara untuk menunjukkan 
masalah yang rumit.  Model matematika bisa berupa  persamaan atau sistem persamaan. 
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Model ini telah digunakan untuk menjelaskan berbagai macam fenomena. Kerusakan 
progresif dari sel CD4+T adalah karakteristik dari infeksi HIV tetapi mekanismenya 
tidak jelas karena sel T yang lama menurun.  

Pada tahun 2010, Srivastava dan Chandra [6] mempresentasikan model 
matematika untuk dinamika infeksi primer HIV dengan adanya penundaan waktu 
infeksi sel. Pada tahun 2018, Dutta dan Gupta [7] mengembangkan model matematika 
yang dibuat oleh Srivastava dan Chandra [6] dengan melibatkan efek kesembuhan alami 
dari sel CD4+T dan karena periode transisi yang sangat kecil, sel CD4+T lemah yang 
tidak terinfeksi dikelompokkan ke dalam kelas virus. Dalam artikel ini akan dibahas 
mengenai model matematika yang dibuat oleh Dutta dan Gupta [7]. Fokus dari analisis 
ini adalah pada solusi numerik sehingga kajian analitik tidak dibahas. 

LANDASAN TEORI 

(1) Sistem Autonomus Nonlinier 
Perhatikan sistem autonomous nonlinier berikut ini : 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧), 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧), 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧). 

(1) 

Anggap bahwa fungsi 𝑓, 𝑔, dan ℎ mempunyai turunan parsial dan merupakan 
fungsi yang kontinu. Titik kesetimbangan diperoleh dengan melakukan ekspansi deret 
Taylor di sekitar titik (𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) sehingga fungsi 𝑓, 𝑔, dan ℎ dapat dinyatakan sebagai 
berikut : 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) +
𝜕𝑓(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑥
(𝑥 − 𝑥∗) +

𝜕𝑓(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑦
(𝑦 − 𝑦∗)

+
𝜕𝑓(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑧
(𝑧 − 𝑧∗) + 𝜂1(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

(2) 

𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑔(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) +
𝜕𝑔(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑥
(𝑥 − 𝑥∗) +

𝜕𝑔(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑦
(𝑦 − 𝑦∗)

+
𝜕𝑔(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑧
(𝑧 − 𝑧∗) + 𝜂2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 

(3) 

ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ℎ(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) +
𝜕ℎ(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑥
(𝑥 − 𝑥∗) +

𝜕ℎ(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑦
(𝑦 − 𝑦∗)

+
𝜕ℎ(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑧
(𝑧 − 𝑧∗) + 𝜂3(𝑥, 𝑦, 𝑧), 

(4) 

dengan 𝜂1(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝜂2(𝑥, 𝑦, 𝑧), dan 𝜂3(𝑥, 𝑦, 𝑧) adalah suku sisa. Untuk hampiran orde satu 
pada persamaan (2.9) dan (2.10), suku sisa memenuhi sifat-sifat 

lim
(𝑥,𝑦,𝑧)→(𝑥∗,𝑦∗,𝑧∗)

𝜂1(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑤⃗⃗ 
= 0, 

lim
(𝑥,𝑦,𝑧)→(𝑥∗,𝑦∗,𝑧∗)

𝜂2(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑤⃗⃗ 
= 0, 

lim
(𝑥,𝑦,𝑧)→(𝑥∗,𝑦∗,𝑧∗)

𝜂3(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑤⃗⃗ 
= 0, 

dengan 𝑤⃗⃗ = (𝑥 − 𝑥∗, 𝑦 − 𝑦∗, 𝑧 − 𝑧∗)𝑇. 
Berdasarkan persamaan (2), (3), dan (4), serta mengingat 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑑(𝑥 − 𝑥∗)

𝑑𝑡
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𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

𝑑(𝑦 − 𝑦∗)

𝑑𝑡
 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
=

𝑑(𝑧 − 𝑧∗)

𝑑𝑡
 

maka sistem persamaan (1) dapat ditulis dalam bentuk matriks, yaitu 

𝑑

𝑑𝑡
[
𝑥 − 𝑥∗

𝑦 − 𝑦∗

𝑧 − 𝑧∗

] = [

𝑓(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗)

𝑔(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗)

ℎ(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗)
] 

+

[
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑓(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑥
(𝑥 − 𝑥∗) +

𝜕𝑓(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑦
(𝑦 − 𝑦∗) +

𝜕𝑓(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑧
(𝑧 − 𝑧∗)

𝜕𝑔(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑥
(𝑥 − 𝑥∗) +

𝜕𝑔(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑦
(𝑦 − 𝑦∗) +

𝜕𝑔(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑧
(𝑧 − 𝑧∗)

𝜕ℎ(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑥
(𝑥 − 𝑥∗) +

𝜕ℎ(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑦
(𝑦 − 𝑦∗) +

𝜕ℎ(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑧
(𝑧 − 𝑧∗)

]
 
 
 
 
 
 

+ [

𝜂1(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜂2(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜂3(𝑥, 𝑦, 𝑧)
], 

 
atau 

𝑑

𝑑𝑡
[
𝑥 − 𝑥∗

𝑦 − 𝑦∗

𝑧 − 𝑧∗

] = [

𝑓(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗)

𝑔(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗)

ℎ(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗)
] 

+

[
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑓(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑥

𝜕𝑓(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑦

𝜕𝑓(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑧

𝜕𝑔(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑥

𝜕𝑔(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑦

𝜕𝑔(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑧

𝜕ℎ(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑥

𝜕ℎ(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑦

𝜕ℎ(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑧 ]
 
 
 
 
 
 

[

(𝑥 − 𝑥∗)
(𝑦 − 𝑦∗)

(𝑧 − 𝑧∗)
] 

+[

𝜂1(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜂2(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜂3(𝑥, 𝑦, 𝑧)
].                

(5) 

Matriks 

[
 
 
 
 
𝜕𝑓(𝑥∗,𝑦∗,𝑧∗) 

𝜕𝑥

𝜕𝑓(𝑥∗,𝑦∗,𝑧∗) 

𝜕𝑦

𝜕𝑓(𝑥∗,𝑦∗,𝑧∗) 

𝜕𝑧

𝜕𝑔(𝑥∗,𝑦∗,𝑧∗) 

𝜕𝑥

𝜕𝑔(𝑥∗,𝑦∗,𝑧∗) 

𝜕𝑦

𝜕𝑔(𝑥∗,𝑦∗,𝑧∗) 

𝜕𝑧

𝜕ℎ(𝑥∗,𝑦∗,𝑧∗) 

𝜕𝑥

𝜕ℎ(𝑥∗,𝑦∗,𝑧∗) 

𝜕𝑦

𝜕ℎ(𝑥∗,𝑦∗,𝑧∗) 

𝜕𝑧 ]
 
 
 
 

 disebut matriks Jacobi atau partial 

derivative matrix dan dinotasikan dengan 𝐽(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗). 
Karena 𝑓(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) = 𝑔(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) = ℎ(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) = 0, maka persamaan (5) dapat ditulis 
dalam bentuk 
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[
 
 
 
 
 
𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑑𝑣

𝑑𝑡
𝑑𝑤

𝑑𝑡 ]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑓(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑥

𝜕𝑓(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑦

𝜕𝑓(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑧

𝜕𝑔(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑥

𝜕𝑔(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑦

𝜕𝑔(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑧

𝜕ℎ(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑥

𝜕ℎ(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑦

𝜕ℎ(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 

𝜕𝑧 ]
 
 
 
 
 
 

[
𝑢
𝑣
𝑤

]

+ [

𝜂1(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜂2(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜂3(𝑥, 𝑦, 𝑧)
].   

(6) 

Persamaan (6) dapat ditulis sebagai : 
𝑑𝑤⃗⃗ 

𝑑𝑡
= 𝐽𝑤⃗⃗ + 𝜂 . (7) 

Titik (𝑥, 𝑦, 𝑧) yang berada cukup dekat dengan (𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗), (𝑢, 𝑣, 𝑤) bernilai kecil 
sehingga  ‖𝜂 ‖ ≤ ‖𝑤⃗⃗ ‖, akibatnya nilai ‖𝜂 ‖ dapat diabaikan dan di sekitar (𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗) 
sistem nonlinier (7) dapat dihampiri oleh sistem linier 

𝑑𝑤⃗⃗ 

𝑑𝑡
= 𝐽𝑤⃗⃗ . (8) 

Nilai 𝑥 = 𝑥∗, 𝑦 = 𝑦∗, dan 𝑧 − 𝑧∗ diperoleh (𝑢∗, 𝑣∗, 𝑤∗) = (0,0,0) sehingga sistem 
autonomous nonlinier (8) memiliki titik kesetimbangan (𝑢∗, 𝑣∗, 𝑤∗) = (0,0,0) [8]. 
 
(2) Nilai Reproduksi Dasar (R0) 

Menurut Giesecke [9], bilangan reproduksi dasar adalah rata-rata jumlah individu 
rentan yang terinfeksi secara langsung oleh individu lain yang telah terinfeksi, dan 
masuk ke dalam populasi yang seluruhnya masih rentan. Kondisi yang akan timbul 
adalah salah satu di antara kemungkinan berikut : 
a. Jika 𝑅0 < 1,  maka penyakit akan menghilang. 
b. Jika 𝑅0 = 1,  maka penyakit akan menetap (endemik). 
c. Jika 𝑅0 > 1,  maka penyakit akan meningkat menjadi wabah. 

 
(3) Metode Runge-Kutta 4 

Metode Runge-Kutta orde empat merupakan metode yang paling teliti 
dibandingkan dengan metode Runge-Kutta orde dua dan orde tiga. Oleh karena itu, 
metode Runge-Kutta orde empat sering digunakan untuk menyelesaikan suatu 
persamaan diferensial. Metode Runge-Kutta orde empat diturunkan dengan cara yang 
sama seperti metode Runge-Kutta orde dua untuk nilai 𝑛 = 4.  
Metode Runge-Kutta orde empat mempunyai bentuk sebagai berikut. 

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 +
1

6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4)ℎ (10) 

dengan 

𝑘1 = 𝑓(𝑡𝑖, 𝑥𝑖)                              

𝑘2 = 𝑓 (𝑡𝑖 +
1

2
ℎ, 𝑥𝑖 +

1

2
𝑘1ℎ)  

𝑘3 = 𝑓 (𝑡𝑖 +
1

2
ℎ, 𝑥𝑖 +

1

2
𝑘2ℎ)  

𝑘4 =  𝑓 (𝑡𝑖 + ℎ, 𝑥𝑖 +
1

2
𝑘3ℎ)    
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Metode Runge-Kutta orde empat ini mempunyai tingkat ketelitian solusi yang 
lebih tinggi daripada metode Runge-Kutta orde sebelumnya. Metode Runge-Kutta orde 
empat juga mudah diprogram, stabil, kecil kesalahan pemotongan dan juga kecil 
kesalahan pembulatan [13]. 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

(1) Model Matematika 
Pada penelitian ini, model matematika yang digunakan diperoleh dari jurnal 

penelitian yang dibahas oleh Dutta dan Gupta [1] dimana T merupakan jumlah sel 
CD4+T yang tidak terinfeksi, I merupakan jumlah sel CD4+T yang terinfeksi virus HIV, 
dan V adalah jumlah sel virus. Adapun diagram kompartemen model sebagai berikut, 

 
Gambar 1. Diagram kompartemen model 

 

Adapun model yang digunakan  
𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝑟 − 𝛼1𝑉𝑇 − 𝛼2𝑉𝑇 − 𝛽1𝑇 + 𝛼3𝐼, 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛼2𝑉𝑇 − 𝛼3𝐼 − 𝛽2𝐼,                        

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝐴𝛽3𝐼 + 𝛼1𝑉𝑇 − 𝛽4𝑉,                     

(11) 

dengan 𝑇(0) = 𝑇0  >  0, 𝐼(0) = 𝐼0 ≥ 0 𝑑𝑎𝑛 𝑉(0) = 𝑉0 ≥ 0.  
Parameter 𝑟 merupakan nilai peningkatan sel CD4+T, 𝑎1 adalah nilai kontak dari sel 
CD4+T dan sel virus menjadi virus, 𝛼2 (𝛼2 > 𝛼1) adalah nilai sel terinfeksi, 𝛽1 adalah 
tingkat kematian alami sel CD4+ T yang tidak terinfeksi, 𝛼3 adalah tingkat sel terinfeksi 
sembuh, 𝛽2 ( 𝛽2 ≥ 𝛽1) adalah tingkat kematian akibat sel CD4+ T terinfeksi, 𝛽3 adalah 
tingkat kematian lytic untuk sel terinfeksi , 𝛽4 adalah tingkat kematian akibat virus, dan 
𝐴 adalah nilai rata-rata dari produksi partikel virus oleh sel terinfeksi.  

Pada penelitian ini, bilangan reproduksi dasar atau 𝑅0 diperoleh dengan 
menggunakan matriks generasi selanjutnya (next generation). Nilai  𝑅0  ditentukan 
menggunakan sistem persamaan (11) dengan nilai titik kesetimbangan bebas penyakit 

(𝐸0) adalah (𝑇0 , 𝐼0 , 𝑉0 ) = (
𝑟

𝛽1
, 0,0). Matriks generasi selanjutnya dapat diperoleh dari 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
 dan 

𝑑𝑉

𝑑𝑡
 , sehingga didapatkan 

𝑥̇ = [ 𝐼̇

𝑉̇
] = 𝑀 (

𝑑𝑇

𝑑𝑡
,
𝑑𝐼

𝑑𝑡
) − 𝑁 (

𝑑𝑇

𝑑𝑡
,
𝑑𝐼

𝑑𝑡
),           
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dengan 

𝑀 = [
𝛼2𝑉𝑇
𝛼1𝑉𝑇

],                    

𝑁 = [
𝐼(𝛼3 + 𝛽2)

𝛽4𝑉 − 𝐴𝛽3𝐼
].        

Dari persamaan (11), didapatkan  nilai reproduksi dasar atau  𝑅0, yaitu 

𝑅0 =
𝑟(𝐴𝛽3𝛼2 + 𝛼1𝛼3 + 𝛼1𝛽2)

(𝛼3 + 𝛽2)𝛽4𝛽1
            

 
(2) Simulasi Numerik 

Pada penelitian ini, simulasi numerik dilakukan menggunakan software Matlab 7.1 
dengan metode Runge-Kutta orde empat (RK4). Nilai parameter yang digunakan dalam 
penelitian ini sebagai berikut:  
Misalkan dalam satu siklus terdapat konsentrasi sel CD4+T sebanyak 10,000,000mM3, 
kematian alami sel CD4+T yang tidak terinfeksi adalah 20 kematian per 1000 sel, 
kematian sel CD4+T akibat infeksi virus adalah 700 kematian per 1000, dan kematian 
litik sel adalah 260 kematian per 1000 sel. Diasumsikan pula nilai rata-rata dari 
produksi partikel virus oleh sel terinfeksi dalam sehari berjumlah 1478 partikel. 
Parameter yang digunakan disajikan pada Tabel 1 sebagai berikut 

Tabel 1. Nilai Parameter yang Digunakan 

Parameter Penjelasan Formula Nilai Keterangan 

𝛼1 
Nilai kontak dari sel CD4+T 
dan sel virus menjadi virus 

konsentrasi virus

 konsentrasi sel CD4+T
 

0.00005 
mM3/hari 

Untuk 𝑅 > 1 dan Untuk 
𝑅 = 1 

0.00001 
mM3/hari Untuk 𝑅 < 1 

𝛼2 Nilai sel terinfeksi 
konsentrasi sel terinfeksi 

 konsentrasi sel CD4+T
 

0.000057 
mM3/hari 

Untuk 𝑅 > 1 dan Untuk 
𝑅 = 1 

0.000012 
mM3/hari 

Untuk 𝑅 < 1 

𝛼3 
Tingkat sel terinfeksi 

sembuh 

konsentrasi sel terinfeksi 
sembuh 

 konsentrasi sel CD4+T
 

0.2/hari - 

𝛽1 
Tingkat kematian alami sel 

CD4+T yang tidak 
terinfeksi 

 kematian alami sel CD4+T

  sel CD4+T
 0.02/hari - 

𝛽2 
Tingkat kematian akibat 

sel CD4+T terinfeksi 
 kematian sel CD4+T terinfeksi

  sel CD4+T
 0.7/hari - 

𝛽3 
Tingkat kematian Lytic 

untuk sel terinfeksi 
 kematian lytic sel CD4+T

  sel CD4+T
 0.26/hari - 

𝛽4 Tingkat kematian virus 
 kematian virus

  rata − rata partikel virus
 3.5/hari - 

𝑟 
Nilai peningkatan sel 

CD4+T 

jumlah peningkatan sel

 konsentrasi sel CD4+T
 

10 mM3 /hari Untuk 𝑅 > 1 dan Untuk 
𝑅 < 1 

4.346447398 
mM3 /hari Untuk 𝑅 = 1 

𝐴 
Nilai rata-rata dari 

produksi partikel virus 
oleh sel terinfeksi 

- 1478 - 

 

a. Simulasi numerik untuk 𝑅0 > 1 
Pada simulasi ini, digunakan nilai parameter 𝛼1 = 0.00005, 𝛼2 = 0.000057, 𝑟 =

10, dan nilai parameter yang lain seperti yang dicantumkan pada Tabel 1. Model 
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disimulasikan saat nilai awal (𝑇(0), 𝐼(0), 𝑉(0))=(100,50,50),(100,50,100), (15,10,15) 

sehingga diperoleh 

 𝑅0 =
𝑟(𝐴𝛽3𝛼2 + 𝛼1𝛼3 + 𝛼1𝛽2)

(𝛼3 + 𝛽2)𝛽4𝛽1
 

  𝑅0 =
10((1478)(0.26)(0.000057) + (0.00005)(0.2) + (0.00005)(0.7))

((0.2) + (0.7))(3.5)(0.02)

= 3.483961903 > 1. 
Didapatkan pula titik kesetimbangan yaitu 𝐸0(𝑇0, 𝐼0, 𝑉0) = (500,0,0) dan 𝐸∗(𝑇∗, 𝐼∗, 𝑉∗) =
(143.5147725, 4.786727437,526.6350328). Hasil simulasi numerik dapat dilihat pada 
potret fase di Gambar 2. 
 

 
Gambar 2. Potret fase untuk 𝑅0 > 1 

 
Gambar 3. Populasi terhadap waktu dengan nilai awal (100,50,100) 
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Pada Gambar 2, terlihat bahwa titik kesetimbangan endemik eksis dan kurva 
bergerak menuju titik kesetimbangan endemik, yang artinya penyakit ada. Pada Gambar 
3, dapat diketahui bahwa virus mengalami peningkatan yang lebih signifikan dibanding 
sel yang sehat. 

 
b. Simulasi numerik untuk 𝑅0 < 1 

Pada simulasi ini, digunakan nilai parameter 𝛼1 = 0.00001, 𝛼2 = 0.000012, 𝑟 =
10, dan nilai parameter yang lain seperti yang dicantumkan pada Tabel 1. Model 
disimulasikan saat nilai awal (𝑇(0), 𝐼(0), 𝑉(0))=(100,50,50),(100,50,100), (15,10,15) 

sehingga diperoleh 

 𝑅0 =
𝑟(𝐴𝛽3𝛼2 + 𝛼1𝛼3 + 𝛼1𝛽2)

(𝛼3 + 𝛽2)𝛽4𝛽1
  

 𝑅0 =
10((1478)(0.26)(0.000012) + (0.00001)(0.2) + (0.00001)(0.7))

((0.2) + (0.7))(3.5)(0.02)

= 0.7333904760 < 1.  
Didapatkan pula titik kesetimbangan yaitu 𝐸0(𝑇0, 𝐼0, 𝑉0) = (500,0,0). Hasil simulasi 
numerik dapat dilihat pada potret fase di Gambar 4. 

 
Gambar 4. Potret fase untuk 𝑅0 < 1 

 
Berdasarkan Gambar 4, terlihat bahwa titik bebas penyakit eksis. Pada Gambar 5, 

karena nilai kontak dari sel CD4+T dan sel virus menjadi virus dan nilai sel terinfeksi 
diperkecil, maka populasi sel T terinfeksi mengalami penurunan, begitu juga dengan 
populasi sel virus yang mengalami penurunan sehingga kedua populasi ini akan habis. 
Akibatnya, hanya terdapat populasi sel sehat yang mengalami peningkatan dan stabil di 
titik bebas penyakit dalam jangka panjang. 
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Gambar 5. Populasi terhadap waktu dengan nilai awal (100,50,50) 

 

c. Simulasi numerik untuk 𝑅0 = 1 
Pada simulasi ini, digunakan nilai parameter 𝛼1 = 0.00005, 𝛼2 = 0.000057,

𝑟 =4.346447398, dan nilai parameter yang lain seperti yang dicantumkan pada Tabel 
4.1. Model disimulasikan saat nilai awal  (𝑇(0), 𝐼(0), 𝑉(0)) = (100,50,50), (100,50,100), 
(50,50,100) sehingga diperoleh 

𝑅0 =
𝑟(𝐴𝛽3𝛼2 + 𝛼1𝛼3 + 𝛼1𝛽2)

(𝛼3 + 𝛽2)𝛽4𝛽1
  

𝑅0 =
4.346447398((1478)(0.26)(0.000057) + (0.00005)(0.2) + (0.00005)(0.7))

((0.2) + (0.7))(3.5)(0.02)
= 1.   

Didapatkan pula titik kesetimbangan yaitu 𝐸0(𝑇0, 𝐼0, 𝑉0) = (143.5147726,0,0) dan 
𝐸∗(𝑇∗, 𝐼∗, 𝑉∗) = (143.5147725,1.290237553 × 10−9, 1.419517415 × 10−7). Hasil 
simulasi numerik dapat dilihat pada potret fase di Gambar 6. 

 
Gambar 6. Potret fase untuk 𝑅0 = 1 
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Gambar 7. Populasi terhadap waktu dengan nilai awal (50,50,100) 

Berdasarkan Gambar 6, terlihat bahwa titik endemik eksis dan kurva bergerak 
menuju pada titik endemik. Menurut Giesecke [9] pada Teori Bilangan Reproduksi 
Dasar, jika 𝑅0 = 1,  maka penyakit akan menetap atau endemik.  Berdasarkan Gambar 7, 
karena nilai peningkatan sel CD4+T diperkecil, jumlah sel sehat mengalami peningkatan 
sedangkan sel terinfeksi dan virus tidak mengalami peningkatan, yang artinya penyakit 
menetap. 

PENUTUP 

Berdasarkan hasil penelitian dan pembahasan, didapatkan hasil simulasi numerik 
untuk 𝑅0 > 1, titik kesetimbangan endemik stabil. Sedangkan jika 𝑅0 < 1, maka titik 
kesetimbangan bebas penyakit stabil, dan jika 𝑅0 = 1, maka titik kesetimbangan 
endemik stabil. Penelitian ini menggunakan metode Runge-Kutta orde 4 untuk simulasi 
numeriknya. Pada penelitian selanjutnya diharapkan dapat membahas analisis kontrol 
optimal model TIV dengan menggunakan metode Sweep Forward-Backward. 
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